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I 1 I

Cong-In

.!rnI ti cn.i 1 Con on Mathem- _Leal Inntruction

(tOit) was foundd dur rlq the International ('ong1o5s of

MOthemalictans (ICM) ii Rome In 191B. Itn II mt rrcs Ident

w4ls leih. After tb hd World \vnr 3YfrI han heen

re-,Jstahlishod In 1952. The following table qtvcc the terms

and the preident,:l of ICMI Binch 1952 as wel I as Internation-

al conorosses wit.11 f(1,11 acf_tvitles.

ICM ICML

1952-54: Amsterdam 1954
A.Chatelet Sect. vII

1955-58: Edinburgh 1956
H. Behnke Sect. VII

1959-62: Stockholm 1962
H. Stone Sect. VIII

3-66: Moscow 1966
A. Lichnbrowicz Sect. XIII

7-70: Nice loin Lvona 1969
H. Preudenthal Sect. P ,T.(XXXII)

19 1-74: Vancouver 1974 Exeter 1972

J. Lighthill Symp.

5-78: Nelsinki 1978 rlsruho 1976
lyanaga

Tho teaching of qeomotry wan ono of the main themes in the

ICMI section of the ICM at Edinburgh in 1958. On the basis

of reports received from national sub-committees of ICMI,

1. Freudenthal gave a rerort on "A Comparative Study of

Methods of Initiation into (eometry".1) During the other

ICMs, geometry was only implicitly discussed: in 1954 as

I) Publ=0 A Le Fuelides, IgSfl, pp, 209-306

Soe mis( a) R,Jreudenthaj (FL:LI:Methods of tnitthtion into ('eometry.

Grontngen 1956. (Report of the Mitch Subcommittee).
b) P, Sen9eli.nols_1,: Die MoLhodik de5 geomotrischen Anfangsunterrichts
ais Geoetntand einer internationa1en AusSprache Math.-Phys. Sem.Ber.,

6 (1959).
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part d Hie qerwl,i) theme "The Teaching of MaLhcot Licfl ftj

Studentm Between 16 ind 21 YLartt 1 Age"; in 1962 in connec-

tion with the theme "Which Subjec tn in Modern Mathema',Ien

and Which App Icatlenm (!an rind Place in Proqramn of Sec-

ondary School Instructions?", in TJ66 am a component within

the two tlwme'; "The limo of the Axlematie Method at Lilo Sec-

ondary School hovel" and The Role of Proldem SolviN in the

Peve 1 o rta hemal i ea 1 Act lvl ti or,

At tho Eirst Interna tonal Con Mathemattmal Eciu

tion (ICME) at Eyonm, a panel di satins ion on tho teaching of

geometry was arranoed and geometrical topics and methods

were implicitly covored hy several of the 20 invited papers.

AL Exeter the invi ted pai,or; ic Ii i'rctident ho t

GrOups Mean in Mathematics and What They Should Mean

Mathematical Education") and R.Thom ("Modern Mathernat

Does It Exist?") had particular reference to ocomotry. AISO

a working group chaired by A.Z. Eryclowska was concerned with

"Contemporary Presentations of Geometry at School and Uni-

versity Level".3)

In addition to the interni tonal congresses, regiOnal c

ences were inged by ICMI. In 196o such a conference,

primarily devoted to geometry teaching was held at Aarhus,

Denmark.
4) At this conference 4. Dieudonn6 and G. ChcauCt

presented their well known plsitions which played a dominant

role at the OEEC seminars at Royaumont (prance) 1959 and

Dubrovni% (Yugoslavia) 196o.5)

Among the international activities related to the teaching

of geometry, the second in a ser three international

conferences arranged by the Comprehensive School Mathematic2

2) soe: Proceedings of tlic t )ntriiitional Coriqre%li
Education, Dordrecht 1

3) See: A,G. Howson: Developments in Mathmatical

4) See: P. Behnke a d .
Lectures on Modern Teaching of Geometry

nd Related TopiGs. Aarhus (mathematisk Institut) 19(o.

EEC: a) New Thinking in School Mathematics. Paris 1961
Syliove for MrAern SoconAary School MIthemarics,

Pavis

liomattQal
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Program (CflM dl (arcndii le, I 11 111 1910 hari it- tract ed

particular i

leswo N-dok(ii (iwr ir4fi 1:(,

fo

[DM was found+ 1 in 197A as an institute f Bielofold tint-

eersily 10 peel rm fsmer-regtonai tasks. Its estoMsnmeot

was suggested arid initial phase is hena funded by the

Volkswagenw-rk Foundation. As part of the University,

0 linked kr the ractiltv of Mathematic:7n iricl the tacul ly of

Pedagogy, Psychology, and Philosophy. its overall oca 1 is

the furtherance of mathematical ceAticatien in theory and

practice threugb research, devolonment, and --'(vice. This

reoutres a worRin(1 structure which allows national and in-

ternational cooperation with schools ahd universities, re-

search and developmenteenters, instiLutions for in-service

teacher training, governmental organizations, etc. Accord-

ing to its plan of basic structure
7)

, IOM is particularly

concerned with the following:

- development of a theertical frame for the d duct cs of

mathematics by interdisciplinary cooperation with mathe-

mat!cs and other sciences of reference as well as inten-

sive contact with actual practice

- furtherance of scientific collaboration wIth individuals,

groups and institutions here and abroad by exchange of

viewsamlexperionces, symposia, ahd common projects

- contributions to the theory and practice of mathematical

--icelum development, especially by developing models

decreasina the distance between results from research and

their implementation on a practical level through eoopera-

on, information, and consultation

- promoting the development of young scholars in the field

h) See: H.C. Steiner_ I Ft 1:The 'leach isq ii Geometry at the Pr (-aloqe

Level. Derdrecht 1971

StrO1uiplan '79 de:1 flitA
der Urriversitht Bielefeld. March 1975

Did4Ictik der 4&it hertil

h) Research Report 1974 of the 1DM is: Urilvorstt,it Bielef

Ecircfluoqberlchf 1974. SchrftsnroIho Wisscnschaft 5. Biolefeld
1975



seieciiire documentation for Internal and external use

and building an International library in the didactics

of mathematics.

he IDM professional staff Is composed according to the

Intordisciiplinary working strueture and consists presently

197%i of about 2o memhers.

IoN 610,1n0 t tu,a Ar

Until now 1DM has 1 1 d Iwo international work nhotn and Is

planning for more in the near future_ These are closely

related to specific problems Investigated by 1DM working
t3)

teams.-

Also, 1DM has offered its services for the professional

preparation of ICME 1976 at Karlsruhe. Three IDM working

teams arc involved In writing and presenting survey-trend

reports. in December 1975 ICM1 and IDM will jointly hold

an international nymposium on "Present Trends, Problems and

Tasks in the Didactic of Mathematics" at the Oberwolfach

Mathematical Research Institute, FRO. This symposium, spon-

sored by the Volknwagenwerk Foundation and including the 13

repor

nt

rs from various countrIes, will serve in part to

y the content and working procedures for all of the

13 survey-trend reports to be presented at Karlsruh

rhe uml n

During the Exeter Congress, ICMI decided to arrange seve al

regional conferences. One of them was to be devoted to the

teaching of geometry. This conference was held as a joint

activity of ICMI and IDM at Center for Interdiscipli-

nary Research (Zentrum fOr Intcrdiszp1.1näre Forschung,

ZIP) of Bielefeld University.

U) See the proceedings of the workshop held by an 1DM working team and
neuitiers of the IREMs of Paris. Bordeaux, and Lyons:Unterrirhtsre-

form Unterrichtsbeobachtunq Lebrerweiterbildung. Schrifrenreihe
dos mm, Vol. 2 (1074),
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The all 1 MI 1111.10 lot (hi!, .uiioruriu ndicated that the

major ncern nhouid be "The Pole of (;erlmetry In Present-

day Mathematien Teaching", Thu topic wan to ho treated on

the basis uf results from previous inLornationil discussions

as reflected In the repurtn nf the Aarhus and Carbondale

conferences. At Bielefold fmo speakers expl tel tly nicked

the general iloVi lonment. VollrAth in hln introdacto

paper on recent Itonds made iF clear that there JR a Rhi

I rum axiomatic and global approaches Lo new r l,flC2iIl en

organivdng geometry which he calls aspects of geometry at

gnidelinef; for the construct:km of geometrical learning

segnences.'W. Servni ni ive a review of the lively dlscuanion

Iiich took place ulurinq the last 15 years un finding the

opt ioal integtition hetween gttomeliv and algebra by evalua-

ting !ositions taken by Dicudonne, Choguet, Delessert, Artin,

Papy, Bachmann, Freudenlhal, and others. Taking into account

U. Thom's critical position, he concludes that the problem

of geometry teaching consists in initiating an aCtive and

meaninciful learnino of mathematics in which algebra and geo-

metry are developed Ina fruilfulsymblomis.

S. lyanaga, who also addressed the audience in him capacity

euldcirit elect of ICMI pave a report on a combined

Poetry-algebra curriculum in Joianese secondary schools.

Other papers were concerned with the role of intuition in

geometry. G. Ewald exhibited some links between intuition

and axiontatics. A. Bishop umphasi2ed An extended meaning of

geometry which he calls visual mat ematics. G. Plckert in

his paper showed that the neemingly outmoded descriptive

geometry can play a significant role in mathematics if it

is removed from its isolated pocittion by means of a modern

language and applications in linear algebra, anal sis, and

differt-_mttal geometry. Al

met.ry at primary school can iginallv he-Ilaced here.

intended to call his papor h ache en so" ("I see it this

way") .

Another aspect of geometry stress d was that o problem

solving. R. Stowasser exhibited a variety of approaches to

geometrical thinking through organized sets of problems.

ikri

Freudenthal's paper on geo-



i gave examples fo th solutton ci p. b

by unexpected geometrical methods. G. Glaeser WOD concerned

with what he calls a progressive and polyroncrete podarlogy

f matheMatics, which he illustrated by mnanm of problems

related to finite.incidence structure. Also, a paper by

H. Vygin, distributed among the participants and included

in these proceedings, reported on a highly problem-oriented

Approach to geometry starting from problems in COMbinOtorial

geometry.

The paperr4 were followed by discussions in working groups,

reports from the groups to the full assembly, and plenary

discussions. During these discussions whose main pointq are

reported at the end of these proceedings, it became clear

to all participants that the problem of teaching geometry

still remains a very deep one and that there are more ques-

t open than answers tobe given. However there was

a consensus that progress was made in better understanding

the depth and challenge of finding the role and place of

geometry in p -ent-day mathematics teaching.

N.G. Steiner

10



BECIRCASUNG DURO! DEN Ij IDLiNIEN DFS WESTUEUTSCHEN UNTER-

AUSSCHUSSES DER IMUK, PROF, DR. KUNL ,KARLSRUME.

Meine Damen und Herrenl

T.ch reeue mlch, Ihnn zur Ertlf lung Ibrer Reg nai-agung

Ubet Geom ieu die hooten W wele und -irdae des

deutnchon Unterausschusses der deut chen Sektion der

internati nalen mathematischen Unte richtskomminsion

Uberbringen zu kOnuen. Ich habe gleichzeitig die Ehre,

Ihnen die GrUBe des Prasidenten der IMUK, Herrn Professor

Lienthills, zu Oherbringen.

Die Bedeutung dieser Tagung ist ja dadurch unterStrichen

worden, dan ,4)en dem Institut fUr Didakilk der Mathe-

matik in Bielefeld auch die mix selbst ale Mitveranstalter

gezeichnet hat. So sind denn auch international anerkannte

Experten der Geometric _ und des Gcomntrieunterrichts bier

in Bielefeld zusammengekommen. Ich kann Sie nicht elle

namentlich nennen. Stelivertretend fUr alle darf ich

begrnen das Mitglied des Exekutivkomitees der IMUK,

Herrn Professor Freudenthal aus Holland, vor allem aber

begrUBe ich den soeben in VancAver gewAhltein kUnftigen

FrAsidenten dor :MX, Prof. Iyanaga. Er ist zwar selbst

noch nicht anwesend, gleichwohl daif ich ihn hier be-

grUBen, er wird etwas spAter eintreffen. Er hat den

weiten Wog von Japan hierher nicht gescheut, datUr danke

ich ihm im Namen der deutsehen Mathematik-Didaktiker sehr

herzlich.

Die Zusamnienarbcit mit dem neuen PrAsidenten Iyanaga

wird sicher ebenso gut und fruchtbar sein vie mit dem

bisherigen Präsidenten Lighthill. Wir freuen uns eehr

auf diese Kooperation.

I i
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.1ches In eton:io kxekutivkomlIi mit _onideni 1r IMUK

,11-1 dor 1;ntitrk iting und an dun hemUhonotia der mathemo-

tinehen Dtddkt tk. 1n der Bundesrepublik nohment ldat nich

der nOchnto oroSedoion ormennim

rongreS Uber don Mit,homaiikanlorrieht 191 nach

tond, and %WA! noen Kartnruhe, veta bon wo

hirr It kh 1,L Hior trhi

knt-ilem orn I I os Innitioi lar Diddtilk 11-r Mathomaiik

non eritonini wordon. Wir nind otheRlich, di1I cn nach

jahrelongon ord eft vorqe hoinendon AnLtinten

non endtich landon tst, dienes Institut aln Y,entrum

maihomotri tdiki tnchen homdhunoen in der Sundos-

Alltik inn I_hon 1 ruten. '4wor kann urs) 1 0 nicht dto

Annilononnq and die Arboii tOr dio Wo

jnuuq dee miihoi idoktik und don mathema-

LI:;chon Unterrtchts 1 tehmen. An illenom Insiiiut. wird

,tber olno koordinoit_n and Konitontration dor Nr:ifte m6q-

Ich sokn von dor ntlfl wortvcil le Impulse orhotien kann .

sieh der Initidtive und dr_sr ID

Tauun9 qozeigt. Obwohl noch tm Au fbati ha t das

wie ieh hoffo, mit diesem Symposium oinon I-en Start

intornationalen Parkett.

Fever Stu sich den P o)lemen don Geom ruterriclitu in

Vurtrdgen und Diskussionen znwendon, ges_a ten Si

bitte noeh einige kleine aligemeine Bomerkungch zur

Situation in der Geometric.

0: _mctrie hat fast 2 Jahrtauscncle Iang die Entwick-

Iunc dcr mathematischen issenurchaft wesentlich mitbe-

stimMt, wenn nicht beherrscht. Die Numensfolge Euklid,

Descartes, Pascal, GauB,Hilbert 11?e sich fast belie-

big verfeinern, um das zu illustrieren. Als Geometer

sieht man aber mit SOrge, dari seit einiger Zeit eine Art

12
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kedlekiive Abhens der Mathemakiker von der Cornetrte

Gange zu 4ein se heint , se als ob eine gewlese Uhersatti-

guns an dez Geonetrie eingetreten sei. Der tiefere Grand

liege abO wolil darin, dz13 jUngere Disziplinen wie Topo-

logic oder Al_gebra, alnr auch neuerdincis aktuelle Teilge-

blete der Analysis, der angewandten Mathenatik des Inte-

resse vdeler Diathematjker Ln starkern Made fesseln. Gleio t-

Won]. is t dde Cewtut.rie weite hin eine lebendige, produk-

ve Wisseriselaft geblieben. Sie ist es aus sich heraus,

sie sich aber aucil durch Fortschritte in anderen rnathe-

matisehen Ls2ip rer betruchten lessen, z. B. die Diffe-

rent_ jatqeOrnetXie der rlannigfaitigkeiten durch die Topo-

logic oder die Grundlagen der Geometric durch die Algebra.

Es war ilertg Thorn, der au die wichtige ?ol1e hingewiesei

hat, di e Q. de Ceametrie a ls Bindegl ied zwischen dem urn-

gangesprackilichen und den mathernatischen Bereich
In de Dilakt ik urtd iii Li nterrieht der Nathematik war daher
auch die kola() der Geometric und ihre Bedeutung nie tun-
s tri tten. flier geht es j dararn, das didaktisch relevant()
gcenetr Gc1e Mater iaL 4u szLiWihlon und unter rnethedisehen

GcsLchspi.iiikton Irn Uriierricflt richtig einzusetzen. Keine
andexe irna rntjsche sztUn ist, so nein() ich, tosser
_instande, .Anschauungon u.nd Abstraktion gleieherraatlen beim

Schiller zu fbrdern Lind seime Iireativitat zu entwickeln.

Mit dlesen Fracjn erdur e Sich nun in den folgenden
S itz ung en Coo hkund igex, at ich es hier in dieeer EUT2
kann, bescialf Ligon. Leh w nsche Ihnen einch elfolgreichen
VerlauE dieses Sympos barns und reichen Gewihn aus den Das-

kuss ion en.

Dem verans taitenden Institrit far Didaktik der Nathmtik
und stellvortretond se_ine Vissenschaf ti.or und iitar-
beiter tlbeAringo ich Herrn Hollogon Steiner don Dank Lind

die hesten Wilnache der dieutschen Soktion der IMUE. Lpasaen
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Sie mien sum Bonita noch die Hoffnung ausdrUcken, daS wir

die Freude habenv -den, sidglichst viele von Ihnen, die

Sie heute mach Bielefeld gekommen sind, in zwei Jahret

auch in Earieruhe begrUllen zu kannen, wenn dort Mitte

August 1976 der dritte Internationale Kongrees aber Mat

maLikunterricht eröffmet wird. rch damke Ihnen.

4
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GEOME7RIE IM MATHEMATIKUNIERRICHI EINE ANALY E NEUERER

ENTWICKLUNGEN

H.-- Vollrath, Wilrzo-rg

tioltab tegung fl

Ich gehe von der Annahme aus, dan heutzutage fast elle

Menschen gewisse geometrische Renntnisse und Fahigkeiten

benötigen, damit sie die sie umgehende Vatur und ihre tech-

niscb gepragte Umwelt besser verstehen und Berufsanforderun-

gen besser erkennen und bewaltigen kOnnen. In Diskussionen

Liber Geometrieunterricht sollten deshalb Didaktiker die

groBe VielfaltgeometrischenDenkens und Handelns sehen,

die unterschiedlich veranlagten und interessierten Schillern

rmittelt werden mug. Es ist deshalb notwendig, ein diffe-

renziertes Curriculum fUr den Geometrieunterricht zu ent-

wickeln, das die verschiedenen Bedilrfnisse und Fdhigkeiten

der Schiller berOcksichtigt.

Thc2 e 1: FUr die Entwicklung eines differenzierten Curricu-

lums sollten die SedUrfnisse und Fähigkeiten der

Schiller Vorrang haben gegenUber den Interessen und

dem Geschmack der Lehrer.

Diese Feststellung sollte selbstverstandlich sein. Aber wenn

man didaktische Vorschlage zun Geometrieunterricht sichtet,

dann erscheint es doch notwendig, sie an den Anfang dieser

Uberiegungen zu stellen. So wird man etwa den Vorschlag,

Gymnasiasten in der Trigcnometrte des Poincare-Modells der

nicbteuklidischen Geomet le zu unterrichten, els ein Beispiel

dominierender Interessen des Lebrers anfUhren k.Ormen.

eine Erfahrung, daB besonders in der Geometrie Be-
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geiste -Ling far eine Theorie, spezielie Vorliebe far trick-

reiche Prohleme, fanatische Strenge oder philosophische

Ideen den Lehrer blind sein lessen kannen far die_Sedarf-

nisse und Fahigkeiten der Schiller. Curricula sollten ent-

wickelt werden, die far jeden Schiller ein Programm vorsehen,

dai mathematisch bedeutsame Inhalte liefert, dem Schiller

Freude macht und abglichst seinen rahigkeiten und Bedarf-

nissen angemessen ist. Als ein Beispiel far diese Bestrebun-

gen nenne ich KAUFMAtis Ausfahrungen auf der Carbondale Kea-

ferenz dber die Zielsetzung des CSMP.

Das CSMB versucht, eln "individaalisier " Curriculum da-

durch zu organisierer, dea verschiedene geometrische Zu-

gange wie Topoiogie, Kongruenz-Geometrie, lineare Algebra,

projektive Gecmetrie, Kombinatorische Geometrie und alige-

meine Tatigkeiten wie Mathematisierung, Algebraisierung,

expeximentelle Zugange und der Gebrauch der geometrischen

Sprache gelehrt werden (KAUFMAN). Khnliche Uberlegungen fi

den sich auch in anderen Ceometrielehrplanen.

Man beginnt mit einem experimentellen, in uitiv orientierten

Lehrgang in den frUhen Klassen (Propadeutik) und fahrt in

den mitt eren Klassen mit einem Kurs in geometrischen Teil-

gebieten fort, die an einer der oben genannten Theorien als

Hintergrundtheorie organisiert sind und in den allgemeinen

Mathematikunterricht integriert werden.

Didaktische Diskussionen Ober den Geometrieunterricht i 1-

ten bisher hauptsachlich darauf hin, die am besten geeigne-

te mathematische Hintergrundtheorie zu finden. Das ist kein

sehr fruchtbaxer Ansatz, um ein differenziertes Curriculum

far die Schule zu entwickeln.

The4te Z: Ein differenziertes Curriculum, des die verschiedenen

BedUrfnisse und Fähigkeiten der Schiller befriedigt,

kann nicht dadurch entwickelt werden, dae,man die



geoinetrische Hintergrundthearie als Organisations-

prinzip variiert.

Xhnlich auSert sich KAUFMAN fiber individualisierte Curricu-

la: "Um ein wirklich individualisiertes Curriculum zu ha-

ben, muO man die verschiedenen Gesichtspunkte verschiedener

Menschen bezUglich Mathematik im Auge heben. Jeder hat Be-

dUrfnisse, die eine bestimmte Form von Mathematik erf011en

kann. Jeder kann seinen Dienst an der Gesellschaft dadurch

erfUllen, da8 er einen geeigneten Hintergrund von Methems-

tik erhNle (KAUFMAN).

Obwohl man die Notwendigkeit einsieht, die Aspekte des krea-

tiven Arbeitens, des Ceometrisierens und des Probimmlbsens

in den Vordergrund zu stellen, dominierenlois heute doch

mehr oder weniger systemorientierte Xurse im Geonetrie-On-

terricht. Das ist wohl deswegen der Fall, well bis jetzt

keine Uberzeugenden Orgenisationsprinzipien entwiakelt war-

den sind, die den verschiedenen Aspekten von Gemetrie an-

gemessen sind.

'Mae 3: Differenzierte Curricula kftnen dadurch gefunden wer-

den, deB man die Leitlinien ent prechend den verschie-

denen Sichtweisen von Geome 10 ardert.

In diesem Vortrag sollen verschiedene Betracitungsseiñ

von Geometrie hervorgehaben und fUr jede dieser Betrachtungs-

weisen adNguate Leitlinien zur Konstruktion differenzlerter

Curricula entwickelt werden.

nine 4: Nur wenn es gelingt, fUr den Geometrieunterrlcht

differenzierto Curricula zu entwickein, wird man

es rechtfertigen können, alien SchUlern Geometrie-

unterricht im Rahmen eines allgemeinen mathematischen

Unterrichts zu erteilen.

ol4endenwerden verschiedene Sichtwetsen von Geometric

18
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hervorgehOben und Leitprinzi ien zur Gestaltung adaquater

Lernsequenzen entwickelt.

1- Get:met/Lie aL ein V thejiAchejt Th-

Dies ist ein Gesichtspunkt, unter dem starker rezeptiv ein-

gestelite Mathematiklehrer Geometrie sehen. Ohne Diskussionen

wurde Geometrie unter diesem Aspekt wahrend vieler Gene-

ratienen unterrichtet. Andere Aspekte, wie Anwendung (z.B.

Pallistik, Fortifikation) , Prehlemlosen (z.B. Dreieckskon-

struktionen) und die Eigenschaft des Raumes (z.B Optik und

Mechanik) wurden unter diesen Gesichtspunkt subsumiert.

Wahrend der vergangenen Jahre wurden viele Vorschlage ge-

macht, die verschiedenen geometrischen Theorien alo Prinzip

fUr den Driterricht heraniuziehen.

Diskussionen Uber verschiedene Zugänge waren ausgerichtet

auf

liamrae Welche Theorie kann am bes en mathematisches

Denken darsteilen?

ze die sich auli den Inhatt bezi h Welche Gegenstande sind

in der GeOnetrie an wichtigsten?

at16 Fhghe2tn detSchateit: Welche geometrische Theorie er-

laubt den leichtesten Zugang zur Geometrie?

Urter den vielen konkurrierenden Angeboten mochte ich eini-

ge besonders effektive und erprobte hervorheben, die mir

fUr zuktinftiges Unterrichten wichtig zu sein scheinen. Die

Ideen der Abbildungsgeonetrie haben sich als behr bedeutsam

filr die '<Lassen 7 und 8 herausgestellt. Nach Vorschlagen

WILLERS, FLADT, JEGER und FABER in Deutschland wurden

abbitdungsa/tientielte gurse entwickelt und praktiziert. Die

neisten Lehrgange heben heute in diesen Klassen Kongruenz-

abbildungen und ihre Eigenschaften zu Beginn hervor. Subtile
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Diskussionen, ob Spiegelungen WILLERS, FABER) oder kon-

kurrierend, affine Abbildungen (PRADE) , grundlegend in

Geometrieunterricht sein sollten, scheinen mir vorwlegend

an den persanlichen Interessen der Geometer orientiert zu

sein, denn die Schiller sind an einem axiomatischen Aufbau

in dieser Altersstufe nicht interessiert (FREUDENTRAL).

JEGERs konstruktive Abbildungsgeometrie und STEINERs Vor-

schlag auf den Carbondale Konferenz, allgemein Kongraenz-

Abbildungen fUr die Grundlegung der Geometrie zu wablen,

stellen eine gute Zusammenfassung der Ideen der Abbildungs-

geometrie dar. Man wird mehr oder weniger experiMentelL

durch Arbeiten mit Transparentpapier, Spiegeln, SOhere und

Papier, Zirkel und Lineal zu Kongruenzabbildungen hinftihret

und ihre Eigenschaften studieren. Daraus ergibt slob ein

Vorrat fundamentaler Einsichten, auf den man einen Geome-

triekurs aufbauen kann.

Der GuppenbegAi66 ist zu einer Leitlinie fUr einige fruollt-

bare Tatigkeiten empfohlen worden (z.B. durch die "Synopsis"

der OEEC und durch die Carbondale Ronferenz). Uberzeugemae

Beispiele filr eine Anwendung des Erlanger-Programms sind

die Systematik der Viereckslehre mit Hilfe von Symmetrte-

Gruppen (BAUERSFELD) und DIENES' Aktivitaten.

Eine breite Diskussion fend Uber die tinuite 4gebta statt.

DIEUDONNE, SERVAIS, CHOQUET und PAPY machten teilweise mit

groBem Elan vertretene Vorschlage zur Betonung dieseu As-

pekts bereits in den mittleren Klassen. FUr die aerstufe

wird_in der linearen Algebra eine Moglichkeit gesehen,

einen Beitrag zur Axiomatisierung zu liefern (z.B. PICKERT).

SpeziateGeometiaen wie Inversions-Geometrie (COXETER), Geo-

metrie der Polygone (BACHMANN), Inzidenz-Geometrie (ZEIT-

LER) und endliche Geometrie scheinen hauptsachlich den

formalen Training mathematischer Denkweisen zu dienen,

Wenn man diese Zugange bewertet, dann muS man die kostba-

re Zeit der SchUler im Auge haben. Es sollte diskutlert

werden0 ob diese Ziele nicht gleichwertig mit Ubungen
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an wichtgeren Objekten erreicht werden kOnnen. Schlienich

sind viele VOrschLage gemacht worden, topotogizehe Ideen

fUr den Geemetrieunterricht fruchtbar zu machen. Ich ver-

weise auf die Arbeiten von HILTON, MELLY, PARY, WALLRABEN-

STEIN und WEIDIG. Vieie von ihnen Sind erfolgreich erprobt

worden fUr eine preblemorientierte Einfthrung in den Geome-

trieunterricht. Teilweise werden diese tberlegungen be-

grUndet mit PIAGETs Theorie von der Entoiicklunq geome-

trischen Denkena.

All diese Zugänge leiden darunter, entweder. zentrale Begriffe

dieser Theorien mar naiv zu benutzen, ohne auch nur annAhernd

ihre Tragweite zu erfassen, oder Geometrie als ein an einer

Hintergrundtheorie orientiertes Pertigprodukt zu unterrich-

ten, dessen Zusarnmenhhnge von den Serail-ern nicht erfaet

werden.

2. Geomettie M n Vo.. on Beg _e tid SiLtzi zuit Themien-

bitdung

Dies ist eine Detrachtungswese, unter der kreative Mathe-

matiker Geonerie sehen kennen. Kriti gegen einen Unter-

richt, der Nathernatik els ein Pertigprodukt unterrichtet,

fUhrte zu neuen Organisationsprinzipien. KLEIN, TOEPLITZ

und WAGENSCHZIN gaben wichtige Anreguegen mit der Idee des

genetischen Lehrens.

Wenn man sie maf die Aufgabe der TheOrienbildung bezieht,

so kann man einem Unterricht erhalten, der

ol ntigkeit de.4 Axiomath.imou

orientiert iet _ Ein frUhes Beispiel ist FLADTs Parallelen-

lehre (1922). FREUDENTRALs Idee des 10Kalen Ordnens hat

die didaktische DiskuSsion wesentlich angeregt. Auf er

Oberwolfach-TagUng 1962 haben GRIESEL, KIRSCH und STEINER

interessante Vorsch18ge fUr Ubungen it Axiomatisierung ge-
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rnacht.

Eedeutende Tatigke _en sindl

Begriffe definieren, nach primitiven Begri fen suchen, Sätze

formulieren, Beweise geben, Beweise analysieren, nach lo-

gischen Beziehungen suchen, verschiedene Definitionen ei-

nes Begriffes vergleichen, einen Vorrat von Satzen zusammen-

stellen, verallgemeinern und Methoden diskutieren. Geeignet

ind Sachverhalte, die ausreichend viele Varianten gedtatten.

Ein praktikables Beispiel ist die Charakterisierung von

geometrischen Objekten mit Hilfe von Eigenschaften (z.B.

der Raute, WITTMANN 1974). Man ermittelt zun4chst eine Zu-

Sammenstellung von Eigenschaften, aus der man nun Teileigen-

sChaften aussondern kann, die das Objekt charakterisieren.

Sowohl in der Suche nach Eigenschaften als such hach cha-

rakterisierenden Systemen von Eigenschaften haben die SchU-

ler ausreichend Spielraum zu selbstandiger T8tigkeit. Moti-

vJ.cren 1.1dt sich diese Oberlegung vom Problem des "Steck-

briefes" her. Freilich ist es schwer, fUr die Entwicklung

eines solchen Unterrichts ein Schulbuch zu schreiben, das

einerseits geeignete Impulse und informationen gibt, ohne

andererseits die möglichen Ldsungen vorwegzunehmen.

Es besteht deshalb die Gefahr, dad die lc:lee des lokalen

Ordnens als eine BegrUndung genommen wird, eine lokal ge-

ordnete Geometrie als ein Fertigprodukt anzubieten.

Geom Vottat von L54wt teZn fLv. PitobFc,ne

Dies ist ein weiterer Gesichtspunkt, unter dem kreative

Nathematiker Geometric sehen konnen. Gerade die Anregungen

dUrch geometrische ProbleMe haben immer wieder such Nicht-

Nathematiker zu Freunden der Mathematik gemacht. In der

nAdagogischen Diskussion ist heute problemorientierter



Un erricht sehr wichtig. Probleme werden benutzt zur Mo 1-

vation, Anwendung und auch als zentrale GegenstAnde des

Unterrichts. Wenn man verachiedene VorschlAge analysiert,

Geometrie probiemorientiert zu unterrichten, dann findet

man hauptsdchlich Kurse, die

an mxthematiuhvt LL uncLthwtie ottentieat

mind. Die Probleme werden benutzt, um zur Entdeckung von

Sätzen hinzufUhren, die dann selOst wieder ale leasungs-

strategien fUr weitere Problem dienen 'carmen. Es ist klar

daB man damit kelnen substantiell neuen Zugang findet.

Im traditionellen Unterricht wurden Felder von Prob1en -

sammlungen benutzt wie z.D. Dreieckskonstruktionen und

geometrische after. Diese waren

el-len-Witt an dm Sotatatik du Gegen6t4nde

indem man z.B. die verschiedenen gegebenen StUCke variierte:

Kenstruiere ein Dreieck aus 3 Seiten, 2 Seiten und dem ein-

geschlossenen Winkel, 2 Seiten und dem Winkel, der der

gröBeren gegenfterliegt, 1 Seite und 2 anliegenden Winiceim

usw.

Man weiB, dad das ein sehr wichtiges forma es Prinzip ist.

Denn es kann dazu dienen, sich besser zu erinnern und ei-

nen roten Faden zu Linden, hber im traditionellen Unterricht

ist dieses Prinzip Uberstrapaziert worden. Es ist moglichr

dad Probleme, die schwieriger zu Ibsen sind ale spAtere Pro-

bleme, eher behandelt werden. So kann maglicherweise diese

Orientierung eher einengen.

Neuere lierschlAge fUr anregende Problemsequer-en, z.B. von

WAGENSCHEIN, WITTENBERG und ENGEL, sind oft

otientZeAt an anem Themenk4

So behandelt ENGEL die Problemseguenzen "Opti -rung" oder

"Einteilungen der Ebene" nach wachsendem Schwi gkei sgrad.
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Mir scheint der Problemkreis Optimlerunç besonders gUnstig

zu sein, da er sich Aber mehrere Stufen hinziehen kann.

Man beginnt etwa mit dem Problem, einen Punkt zu finden,

der minimele Abstandssumme von,drei anderen hat. Eine Lö-

sungsstrategie erhAlt man mit Hilfe der Dreieeksungleichung.

Aber Schnitte von Halbebenen erhAlt man einen Zugang zur

linearen Optimierung im 2-dimensionalen Fall. Bei der Be-

handlung von-Parabeln kann man Ontimierungsaufgaben be-

handeln, die mit der Bestimmung des Scheitels geldst wer-

den. Diese Betrachtungen kdnnen in der Analysis vertieft

werden. Dsbei beeteht jedoch in jeder Phase die Gefahr, daS

man die Methodeneiner Stufe Aberstrapaziert.

Es scheint mir deshalb sehr wichtig zu sein, daa solehe

Themenkreise Aber mehrere methodische Stufen fAhren, um

zu einer Vertiefung zu kommen.

FUr die aUsfUhrliche D kussion der Themenkreismethode ver-

weise ich auf die Arbeit von WITTMANV (1974)0 Diese Idee

des Themenkreises ist ein wertvoller Beitrag fUr einen

Geometria nterricht, der von Problemen beherrscht ist. Man

sollte soiche Themenkreise auch an Projekten des tAglichen

Le-bens, des Berufes oder einer WiSsenschaft orientieren.

Beispielsweise sind die mdglichen Parkettierungen mit Fite-

sen oder das FArben von Harken mdgliche

den solche Fragestellungen meist in den

streut, um "Oasen" zu schaffen. So kann

kettierungsproblem els Anwendung des Sa

summe im Vieleck behandeln. Man beraubt

der Maglichkeit, diesen Themenkreis els

Projekte. Heute wer-

Lehrgang einge-

man etwa das Par-

zes von der Winkel-

sich damit jedoch

eine Leitidee zu

verwenden, mit der die Schiller den Formenreichtum von Mustern

in Eigent$tigkeit erfassen kdnnten, und dureh die sie etwas

vom Reiz der TAtigkeit eines Designers arfahren könnten.

AM Anfang stAnden also Vielfalt, Formenreichtum und Tun:

wAhrend z.B. die einengende Frage nach moglichen regulAren
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Parkett erungen erst am Ende zu einer rnathernatjschen Ver-

tiefung flihrte.

Nach den Erfahrungen mit Kursen, die Schiller fill' einen Ab-

schluatest trainieren, z.B. für das Sentralabitur, oder

fUr einen Wettbewerb, B. Olympiade, sind Problemsequenzen

entwickelt worden, die

an L56unge thategien c14-ientiela

sind, bei denen der Grad der Schwierigkeit zunimmt. Dieses

Prinzip hatte den traditionellen Algebra-Unterricht Ober-

wuchert (LENNi). Die Kompliziertheit einer Aufgabenstellung

kann damit zu einem falschen Maastab fOr mathematisches

Niveau werden. Man weiS auaerdem, daa ein solches Training

sehr schnell unwirksam wird, wenn man nicht in der Obung

bleibt. Auaerdem besteht die Gefahr, da0 mathematische Ideen

in den Hintergrund treten, wahrend Techniken, heute haufig

vornehmer Strategien genannt, Oberbewertet werden. Dies

Prinzip ist allenfalls fUr lokale Organisation fruchtbar.

Ein interessanter auf Problems bezogener linterricht ist

möglich mit Kursen, die

an So:elen otientEva

sind. Ein anregendes Beispiel ist in SCHUPPs Tie

gegeben. Er erh3it eine Sammlung von Problemen, indem er

die MUhle-Konfiguration als eine endliche Geometric betrach-

tet. Geometrische Einsichten fOhren zu Losungsstrategien.

Insbesondere sollte man nach solchen Spielen suchen, bei

denen man Gewinnstrategien auf der Grundlage geometrischer

Satze erhdlt.

Problemorientierter Unterricht ist hauptschlLch motiv

durch das Interesse an formalen Zielen. Wichtige Aktivitaten

sind: Transformation des Problems, Suche nach Ahnlichen Pro-

blemen mit bekannter Lösung, Finden einer Annahme, Entwik-

klung von LOsungsstrategien für Typen von Problcmene Ver-

2o
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gleich verschiedener LOsungen und Entwicklung neuer Pro-

bleme mit Hilfe des Problemläsens. Problemorientiertes

Unterrichten kann kreativesPenkenfordern und fr Mathema-

tik im allgemeinen mativieren. Aber man muB auch den mbg-

lichen entmutigenden Effekt auf erfolglose SchUler durch

schwierige probleme sehen oder den abstumpfenden Effekt

bloBer Ubungen auf begabte Studenten.

Geomatie a iii Volmat von Theolae ç1Lk HandEungen

Viele Menschen brauchen Geometrie als einen Hintergrund

fUr Techniken, Konstruktionen, den Umgang mit Instrumenten,

zum Treffen von Entscheidungen usw. Auch fUr Schiller mit

salchen BedUrfnissen ist Geometrie bis heute in einem mehr

oder weniger deduktiven, systemorientierten Weg unterrich-

tet warden. Praktische Probleme oder AktivitAten werden

nur zur Motivation oder els Anwendung benutzt. Es ist er-

schreckend,wenn z.B. ein Geometriebuch fUr technische'Be-

rufe heute immer noch im wesentlichen eine SequenZ van De-

finitionen, Satzen und Beweisen darstellt, in der teehnische

Probleme lediglich in den Ubungsaufgaben auftreten.

Die Autoren sehen dabei offensicht ich nicht die Oglichkei-

ten, Geometrieunterricht van praktischen, technis hen Auf-

gaben her zu organisieren. Es sollte unser Ziel sein, die

Praxis besser zu integrieren. Man kann z.B. Lernaeguenzen

entwickeln, die

an dem egb4auch von 1ntw7iantin

orientiert sind. Das klassische Problem der mOgIiahen Ran-

struktionen mit Zirkel und Lineal hat dadurch einen etwas

Spitzfindigen Zug bekommen, daB man die erlaubten Konstruk-

tionen nur auf diese Instrumente beschrAnkte. Aber es seheint

doch natUrlich zu sein, am Anfang eines Lehrganges zunAchst

die Möglichkeiten dieser Instrumente zu erforschet. Man kann
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such die verschiedenen Konstruktionen mit der Zeichenma-

schine eines Arehitekten botrachten und ihre Arbeitsweise

zu ergrOnden suchen. Es erscheint sinnvoll, frUh die Ken-

struktionsmaglichkeiten mit Zirkel und Geodreieck zu er-

fassen. Man erhalt so ein praktIkables Zeichengerat und

eine ausreichende geemetrische Basis. Versuche scheinen

such zu zeigen, daS Schiller in Klasse 8 durchaus fUr goo-

metrisches Arbeiten mit eingeschrankten Mitteln zu gewinnen

sind. So kann man etwa affine Geometrie mit dem Parallelen-

lineal erhalten (PRADE). Arbeiten mit Spiegeln (WALTER,

PROKSCH) können zu einem Aufbau der Geometric aus dem Spie-

gelumjsbegriff fiihren. Man kann Unterricht auch an spezi-

ellen Typen von Instrumenten orientieren wie z.B. Langen-

messinstrumenten. Im Hinblick auf berufsorientierten Tinter-

richt ist es zweckmliBig, Unte richtseinheiten zu finden,

die

rujekt okienticAt ifld.

So kann z.S. in dem Projekt: Planung und Sau eines Hauses

eine FUlle geometrischer Aktivitaten angesprochen werden.

Bereits in der Planung werden Fragen des Manstabs, der

Teilungen von Strecken, Zeichnen von Winkeln,

Messen von Winkeln, Sestimmen von Flachen- und Rauminhaltent

Zeichnen von Grund- und AufriS, Lesen von PlHnen usw. ange-

sprochen. Das kann bis zu tiefliegenden Fragen der projek-

tiven Geometrie fUhren (z.B. FLETcHERs Architect's Geometry).

FUr den praktischen Teil Bind Gerate wie Wasserwaage, Senk-

blei und Spannleine als praktische Werkzeuge fUr geometri-

sche Konstrektionen zu entwickeln. Ein anderes Beispiel

kann die Konstrektion von StraBen sein: Die kUrzeste Ver-

bindung zwischen zwei Dörfern zu finden, einen Punkt mit

minimAler Abstandssumme von drei anderen Punkten zu finden,

Kurven und Tangenten zu konstruieren, Kurven planen, die

eine bestimmte Maximalgeschwindigkeit erlauben, usw. Diese

Tatigkeiten kännen bald von sehr elementaren Fragen zu

schwierigeren fUhren. Vor einiger Zeit konnte man in den

27



Nachr tehten hiren, da1 alle unsere Landkarten ideologiseh

sind, weil unterentwickeite Toile der Erde zu klein ge-

zeichnet werden im Vergb)lch zu entwickelten Teilen. Es

wurde gesaqi, dell jetzt eine realistische Landkarte ent-

wickelt worden sei. !;olch eine Feststollung kann eine Moti-

vation fUr die Betrachtung ktirtoqraphiocher Fragen sein.

Es int le cht, verschiedene Typen von Projektionen einer

Kugel auf eine Ebene (z.B. Uber eine Tangentialebene, ei-

nen Kegel oder einen Zylinder) zu entwickoln. Sie können

zuersl konstrukLiv beschrieben werden. Fragen nach den

Invarianten der verwendeten Abbildungen wie Lange, Flachen-

inhalt und Winkel konnen mit Hilfe elementarer Betrachtun-

gen fUr wichtige Typen beantwortet werden. Man kann dann

diese Probleme auf einer höheren Ebene mit Hilfe analyti-

scher Mittel behandeln. Die notwendigen Werkzeuge erhalt

man leicht nach einer EinfUhrung in die Parameterdarstellun-

gen von Kugel, Ebene und Abbildungen. In einem Projekt kann

man mit dem Problem beginnen, einen Stadtplan zu entwickeln.

Hier werden Fragen der Xhnlichkeit angesprochen. Das kann

dann zur Konstruktion von Erdkarten fUhren. Der Themen-

kreis der Karcenfarbungen Int sich fruchtbar integrieren.

Ein anderes Beispiel ist das Studinm von Dachkonstruktionen.

Die Vielfalt der bei Dachern auf Hausern und Kirchen in

Europa aufttetenden Formen kann analysiert werden mit Hilfe

der auftretenden Flachen und Korper. Man beginnt mit ebenen

Flachen und kann spater Regelflachen betrachten, die auch

bei Dachkonstruktionen in der modernen Architektur gefunden

werden können. Dieses Projekt laat slob erweitern, indem

man mach der Statik von Dachern fragt. Das kann ein

interessanter Zugang zu Vektoren sein.

Anwendungen von Geometrie in der Vartschaft wie z.B. lineare

Optimierung oder Methode der linearen Algebra in der Theo-

rie des Marktes sind brauchbar fUr Kurse, die orientiert

3
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dQt Suche. noel! EntoeheidungoiliZISen.

Die angefUhrten Theorien sollten nicht als Anwendungen dar-

gestellt werden, sondern sollten in einem ProzeB der Mathe-

matisierung gewonnen werden. PAPYs Erfahrungen nIt Finkaufs-

vektorraumen zeigen eine solche Möglichkeit.

Durch die Nahe der Praxis ist eine intensIve Motivation fUr

praxisorientierte Studenten moglich. Sie konnen fUr das spa-

tere Derufsleben vorbereitet werden, und man kann einen

Unterricht durch Tun praktizieren. Andererseits sollte man

die Gefahr sehen, auf einer bloB technischen Stufe stehenzu-

bleiben, ohne daB die geometrischen Ideen verstanden werden.

Geomethie 446 eLn Volutat tidA Thoniei de4 Raumt6

FREUDENTHAL und WAGENSCHEIN haben hervorgehoben, daB Studen-

ten fundamentale Einsichten geometrischer Natur in den Ileum

ben8tigen. WAGENSCHEIN erinnert an die griechische Vorstel-

lung von Geometrie als "Mathematik aus der Erde". PREUDENTHAL

gibt viele Beispiele fundamentaler anregender Fragen wie

z.B. "Warum wird ein StUck Papier langs einer Geraden gefal-

tet?, Warum ist die gerade Linie die kUrzeste Verbindung?,

Was ist die Beziehung zwischen der wirklichen und der schein-

baren GröBe eines KOrpers?, Was ist eine starre Bewegung

auf der Kugel"? Mögliche Lernsequenzen kOnnen orientiert

werden an der Mathematis erung der Umgebung der Schiller.

Es geht darum, geometrische Objekte im Klassenraum zu ent-

deeken, Beziehungen zwischen ihhen zu suchen und Experimen-

te mit Korpern vorzunehmen4 umoErfahrungen mit Formen, Fla-

chen und KOrpern zu gewinnen. Ansatze dazu kOnnen in ellen

modernen Grundschullehrgangen gefunden werden. Pioniere wa-
1-

ren TREUTLEIN und van MIELE.

Aber nicht nur die mehr oder weniger teehnische Umgebung der
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Kinder sollte analyslert werden. Wie WAGENSCHEIN empfiehlt,

sollten wir versuchen, unsere natUrliche Umgebung mit Hil-

fe geometrischer Mittel zu verstehen. Die Schiller sollten

einen Blick fUr die Vielfait geometrischer Formen in der

Natur gewinnen. Das Betrachten von Kristallen, Bienenwa-

ben_ Spinnenweben, oder mikroskopische Aufnahmen von Zellen

und Geweben können eine Erlebnisgrundlage verschaffen, aus

dergeometrisches Denken und Handeln erwachsen kann. Dies

kann seinen Ausdruck finden in Kursen, die orientiert sind

an phoikatischen Ekliakitungen.

Bedeutende physikalische Theorien, die Geometrie benutzen,

sind Mechanik, Optik und die RelativitUtstheorie. In Physik

wird Geometrie.als eine passende Theorie auf Beobachtungen

angewendet. FUr den Geometrieunterricht ist es wichtig,

eine Theorie durch Geometrisierung der Natur zu erhalten.

Darin unterscheidet sich unser Zugang von dem der Physik-

lehrer, und wir kbnnen vom Physiklahrer nicht veriangen,

den Proza der Mathematisierung der Natur zu unterrichten.

Man solite aber such die Gefahr sehen, daB bei einer Uber-

betonung von Experimenten durch ihre Uberzeuqungskraft das

Entwickeln eines BeweisbedUrfnisses erschwert werden kann.

Solche Fragen.kOnnen auf das allgemeinere Problem des Rau-

mes fUhren. Damit..lassen sich Schiller mit philosophischen

Interessen ansprechen. Deswegen mochte ich Kurse hervorhe-

ben, die

am PubZem de4 RaumeA

orientiert sind. Das beginnt mit fundamentaien Erfahrungen,

wie sie FREUDENTRAL beschreibt, und kann schlienich zu

Pragen um konkurrierende Modelle der Wirklichkeit filhren.

In den Diskussionen Uber den Unterricht in nichteuklidischer

Geometrie wird neben dem Aspekt des axiomatischen Arbeitens

immer wieder der Gedanke hervorgehoben, daB man damit die

Beziehung von Geometrie und Wirklichkeit diskutieren kann.

Die Zugange, die das Klein-Modell oder das Poincar6-Modell

30
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benutzen, sind nicht besonders fruohtbar, denn diese Modelle

sind zu weit von der Realitat entfernt. Dagegen erhalt man

einen fruchtbaren Zugang zum Problem der mathematischen Be-

schreibung des Raumes durch die Minkowski-Geometrie, wie es

von LADGWITZ 1968 empfohlen worden ist. PICKERTs Vorsohlag,

ne Metrik mit Hilfe von Regelschnitten einzuffihren, kann

ebenfalls zu solchen Betrachtungen fUhren. SchlieBlich mach-

te ich darauf hinweisen, da8 in einer Zeit, in der Raumfahrt

aktuell ist, spharische Geometrie weitgehend in Vergessen-

heit geraten ist. Ich möchte nicht den aufgabenorientierten

Unterricht in sphärischer Trigonometrie zurUckbringen, swl-

dern die Pflege der traditionell guten Beziehungen zur

Astronomie empfehlen.

Ein geometrischer Kurs unter dem Aspekt der Theorie des Rau-

mes kann die Schaler zu einem besseren Verstandnis ihrer Um-

gebung fahren und ihnen klare Vorstellungen von der Wirklich-

kelt liefern.

6. Gaomztie aL Lvt Ek brLL to6tetL P4obteme

Das ist eine Betraehtungsweise eines an der Geistesgeschich-

te interessierten Menschen. In Diskussionen Uber genetisches

Lehren wurde die Idee entwickeit, }Curse

an deft hiztotischen Entwicktuna eine6

Pubtens und 6eine4 Laung

zu organisieren. TOEPLITZ empfahl das als direkte genetische

Methode. Er hoffte damit in der Lege zu sein, Menschen far

Mathematik zu motivieren, die durch steril dargestellte,Mathe-

matik frustriert waren. Gute Beispiele für fruchtbare An-

wendungen dieser Idee sind die Entwieklung des Problems der

moglichen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal oder die Be-

stimmung des Placheninhaltes.

Man kann Kurse auch orientieren
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an den BVtäqen eineit wichtegen Epoche

der menschlAchen Kultur.

Beispiele kbnnen sein die Proportionen und das Raumproblem

im 19. Jahrhundert. Diese Crientierungen geben die Möglich-

Keit, nach soziologischen und philosophischen Beziehungen

zu suchen.

Filr Studenten auf einer hbheren Stnfe bnn e ich mi_ Studien

denken, die orientiert sind

an cleomettizahen BeitAdgen 4Jt be.deute_den

Mathematiketo

Megliche Seisplele sind DESCARTES, RIEXv1AN, HILBERT, KLEIN.

Bei dieser Sichtweise von Geometrie sind sinnvolie Aktivitd-

ten: Einen Originaltext lesen, alte Redewendungen in moder-

ne mathematische Sorache Ubersetzen, Kommentare lesen, Dar-

stellungen Uber Mathematiker lesen, philosophische oder sozia-

le Bedingungen analysieren, verschiedene Lbsungen betrachten,

Anderungen der Problemformulierung diskutieren, das Problem

von einem modernen Standpunkt aus diskutieren, nach Ein-

flUssen auf spezielle Problemformulierungen in neuerer

Forschung suchen.

Der Lehrer kann Mathematik einfUhren als das Ergebnis des

Ringens nach einer Lbsung von Problemen. So kann Mathomatik

als eine iebendige Wissenschaft gesehen werden.

Von einem soziologischen Standpunkt aus Kann __thematik stu-

diert werden als ein Ergebnis von Forschungen in einer spe-

ziellen Zeit und Umgebung. Aber man muB sehen, daB es sich

um eine aufwendige Methode handelt, die nicht fOr die ganze

Geometrie und auch n1ch-4 fUr elle Schiller fruehtbar ist.

Bis heute ist sie trotz wiederholter Ansatze noch nicht els

Uberzeugende Unterrichtsstrategie entwickelt warden.
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7. Geomet ats ein Voitiwl an foAmen

deute sind viele KUnstler von geometrischen Formen faszi-

niert. Wir wissen (Aber geometrische Studien von berOhmten

KOnstiern in der Geschiehte. Diese Beispiele keinnen zeigen,

daB wir die Notwendigkeit kUnstlerisch orientierter Kurse

in Geometric sehen sollten. Man kann sie organiseren

an Beobachtung Ind Anatijoe von Fa/men

in der Natur (z.13. Netze, Gewebe, Nristalle), in der Archi-

tektur Symmetrien von Gebauden) und Kunst (zB. Orna-

mente). Ich mochte auch erinnern an die historischen Dis-

kussionen Uber die Rolle des goidenen Schnitts und des per-

spektivischen Zeichnens.

Fragen sich auf

Enzeugen von Fonm n

beziehen, erlauben einen breit angelegten auf Tun ausgerich-

teten Unterricht. Forschendes, kritisches Analysieren des

eigenen Tuns kann von elementaren Fragen der Beschreibung

von Konstrutionen zu Analysen von durch komplizierte Techn

ken erzeugten Formen fUhren, wie sie etwa in der Kinematik

behandelt werden. Die meisten Elementarkurse bemUhen sich

darum, schon in der Primarerziehung Kinder mit der Vielfalt

geometrischer Formen und Beziehungen bekannt zu machen. Aber

man sollte auch versuchen, diese ldeen air Schiller einer

hoheren Stufe fruchtbar zu machen.

SchtabemeAkungen

Die diskutierten Betrachtungsweisen von Geometrie sind sicher

nicht alle m6glichen. Aber ich halte sie fUr wichtig in der

didaktischen Diskussion. Es wird schwer sein, eindeutig je-

de heute im Geometrieunterricht verwendete Aktivitht einem

solchen Aspekt zuzuordnen. Das war auch nicht das Ziel mei-

ner Uberlegungen. Vielmehr solite dadurch die Suche nach
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neuen Aktivitdten angeregt werden.

Es wurden einige aligemeine Prinzipien, Mathematikun erricht

zu organisieren, angesprochen. Soweit ich sehe, sind sie

konsistent mit diesen Uberlegungen.

Die Darstellung verschiedener Organisationsmoglichkeiten

ist als Hilfe fUr Unterrichtsplanungen gedacht.

gtobate Planungen: Man kann eine bestimmte Sichtweiso von

Geometrie in einem Lehrplan fUr eine bestimmte SchUlergruppe

betonen. Gerade in integrierten Gesamtschulen erhdit man da-

mit ein Differenzierungsmodell nach verschiedenen Bedarf-

nissen und PAhigkeiten.

Ftir tokate Planungen: In einer Lernsequenz werden nacheinan-

der verschiedene Sichtweisen betont, um den Unterricht genII-

gend tret anzulegen.
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A COMPREHENSIVE AND MODERN TEACHING OF GEOMETRY

W Servais, Morlanwelz

I. hwnWuj o the que,btion

1 . Euclidean .cdLtot

1.1 Geometry as a mathematical discipline has been para-

mount for more than two thousand years. The Elements of

Euclid were looked upon as a gospel. They were regarded

as a model of rational deductive organization proceeding

by axioms, definitions, theorems presented in linear

order that is perhaps more logical than mathematical. In

the original Elements, (as we might perhaps know from

numerous successive translations [1), [8)) the subject-

matter is presented in a closed corpus which does not

provide for exercises for the reader. The introdubed

problems on constructions with lines and circles are

solved and lead to existence propositions based on

postulates that allow for the usual way to describe

segments and circles with ruler and compass. The given

axioms concern equality, inequality of things, addition,

subtraction, double, halves, coincidence of magnitudes.

These general facts are followed by three geometric

axioms: two straight lines cannot enclose a space, all.

right angles are equal to one another,the parallel axio

are given inthe intricate setting with interior angles made
on the same side of a straight line by two lines that

meet the first.

1.2 The educational value of Euclid does not seem to

have been ques,tioned up to the 18th century. In his

'Erements de G6ométriel [2]written by Alexis-Claude

CLAIRAUT in 1765, at a request of the Marquise du Chatelet,



24

the author has pressed his

"Although Geometry is by itself abstract we have to

acknowledge that the difficulties met by the beginners

can rather often be ascribed to the way in which its

ordinary elements are taught. One always starts with

a great number of def nitions, postulates, axioms and

preliminary principles that seem to promise nothing

but dry facts to the reader. The propositions that

follow then do not fix the mind on more interesting

objects, and as these are also difficult to conceive

it commonly happens that the beginners get bored and

fed up before having got any distinct idea of wh-

one is going teach them."

Clairaut'S recipe for iMproving understanding of geometry

is well-known:One begins with Problems with regard to

the measurement of grounds. This gives opportunities to

discover the main geometric properties, just as inventors

have done. Clairaut relieS on intuition and common sense.

He sets more value on the meaning of geometric truths

than on the rigor of the proofs. Nevertheless, he feels

the need to explain the omisSion of some Euclidean'pro-

positons and to demonstrate soMe of them in the usual

way since his book has not been meant for a treatise

on surveying.

The "Elbments de Geomêtrie" of Clairaut do not seem to

have influenced the teaching methods of his time.

1.3 The educational value of Euclid has been appreciated

up to the first half of our century.

In his introduction to a 1932 edition of the 'Elements

of Euclid' T.L. Heath says [1]:

"The only general criticism (of it) which is deserving

our consideration is that it is unsuitable as a textbook

3
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for very yoUng boys and g ris who are just beginning

to learn the first things about geometry... if you muSt

spoonfeed the very young, do so; but when they have

shown a taste for the subject and attained the standard

necessary for passing honours examinations, let them

then be introduced to Euclid in his original form as

an antidote to the more or less feeble echoes of him

that are to be found in the ordinary school textbooks

of "Geometry"."

1.4 There are flows in the Elements of Euclid. Numerous

mathematicians have endeavoured to improve the construo-

tion for the sake of rigor. The "Grundlagen der Geome-

trie" by David Hilbert [3] are considered tO be a great

achievement in this direction.

The axiomatic construction of the 'Grundlagen' compriSeS,

more than an increased rigor. If we compare them to the

"Vorlesungen fiber neuere Geometrie" [4] by Moritz Pasch,

which constitute another attempt to be more strictly

logical, we shall notice the difference. This work is

still based on concepts arising from some observations

of nature and they preserve a certain meaning connected

with their origin.

In Hilbert's foundations the natural umbilical cord

has'been cut. What remains is: "We imagine three dif_e-

rent systems of things that we name points, straight

lines and planes".

As H. Freudenthal underlines [5] in axiomatizing the

ontological bonds have been cut. In order to increase

the rigor from a logical point of view we come to lose

the semantic meaning and we give rise tO possible inter

pretations.

At school level the work of filbert has been used in the
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rational geometry of G.B. Hallsted [6]. Another textbook

representative of the Euclidean contentsis among others

the publication entitled "Elementi di Geometria".[7]

by F. Enriques who has edited the original Euclid with

numerous comments [8].

De pite various efforts interest for the Euclidean way

of presenting geometry was declining.

1.5 In Euclid we find the following axiom. Magnitudes

which coincide with one another, i.e. which exactly fill

the same space, are equal to one another.

Is it a mere matter of identity of the indiscernables?

It clearly concerns the coincidence by congruent mapping,

as it is used in the so-called case of equalityof triangles.

The proofs of those cases describe, indeed, thought or

mental experiments: triangles are displaced as if they

were concrete, solid objects. This is intensified, if,

to make things more intuitive, pupils operate with card-

board triangles. From :this it is not clear whether a

triangle is an individual set of points fixed in the

planer or an equivalence class of congruent triangles,

Or a representative of such a class. This appears in

problems like the following: construct a triangle, given

its three sides. If you regard the triangle and the

sides as sets of points there is no problem since the

triangle is already given by its sides. We know it is

not the meaning of the question: the date are three

sements given somewhere as representatives of the classes

of segments of the same length. The two points of view

are distinguished when it is asked to construct a figure

ih poiition or only in magnitude. It makes a difference

the number of solutions. In traditional Euclidean

geoMetry the rare use of displacements or of overturns

4 I
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is always restricted to figures, and not extended to the

plane or'space. There are classes of equivalence (congruent

Or similar figures), but no groups of transformations

that need to operate on the same set of points.

2. Atge bka4at4on o6 GeometAy

2.1 Of the thirteen books of the Elements of Euclid the

fifth is devoted to magnitudes and their ratios. Supplemen-

tary to sum and difference of magnitudes the equality and

inequality of their ratios is introduced and the properties

of proportions are proved [8]. In his 'Gêoinêtrie' [9] Des-

cartes has explained how to construct the product and the

quotient of lengths by using a proportion obtained by two

parallels cutting the side of an angle. The well-known con-

struction of a square root with line and circle can also

be ascribed to him. By an example he has further demonstra-

ted how it is possible to obtain the equation of a hyper-

bola the points of which are referred to a straight line

chosen at will. Descartes operated with arithmetic values

and his computation leans on a figure in which all the num7

bers are positive. By virtue of algebra the equation holds

also for negative numbers.

In the further development of analytic geometry two axes

were used instead of one axis and distances from it, as

Descartes did. Moreover, due attentton, was paid to the signs

of algebraic measures of oriented,segments, as they occurred

by: the use of geometric vectors.

Although it may be a powerful tool if it is skilfully handled

analytic geometry has a congenital defect: the use of

coordinate axes that appear as parasite elements in geometry.

4 2
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2.2 l'he situati n was improved by the introduction of

geometric vectors, either free or bound to a point. By the

help of these vectors computations are eimpler and more

intrinsic as compared to the analytic method for which

liector geometry can be a very good foundation. Moreover,

the geometric scalar product constitutes an algorithmic

device to demonstrate metric properties. -

General vector spaces derived by abstraction from the fami-

liar geometric vector space proves to be a means of bring-

ing language and extended intuition of geometry into to-

pics that refer to functional analysis.

2.3 From the very moment that geometry has made its-valua-

ble present to mathematics, and especiaily to algebra, it

begins to be considered as a subject-matter of minor value,

a mere province of linear algebra.

'A bas Euclide' was Dieudonnê's cry of banishment against

the old gospel of mathematics.

What is the meaning of this anathema? Does it express the

repudiation of the- Bourbaki of Greek-mathematics? Does it'

mean disregard to the first axiomatic presentation Dr cri-

ticism of the way of presenting Euclid's ideas in school-

books? The abstract jump made by Hilbert in the 'Grundia-

gen' that gives a new and broader sense to the axiomatic

method is certainly not concerned, but perhaps the mathema-

ticians' lack of interest in an elementary topic?

Fortunately, Prof. J. Dieudonné expresses his thoughts as

follows llol:

l'The objective is not to eliminate Euclidean geo et y What

should,however, be abolished is the obsolete way of teaching

it which has been traditiOnal since Euclid. Thus it is pos-

sible to clarify the significance of geometry and enhance

its central position in mathematics and its universal power."



29

Prof. J. Dieudonn6 aims at placing geometry in the realm

of linear algebra:, which shows his book entitled:'Al4èbre

lin6aire et G6ométrie 616mentaireL[11]. This mathemati-

cal piece of work is not intended for beginners, but at

best for grammarschool students of the last two .or three

grades, as the author points out in his preface. Whatever

it may be, the book is representative of 1 certain view

that is mathematically interesting for a mature reader.

For a critical comment_see H. Freudenthal [121

2.4 Another way of algebraising geometry consists in re-

versing the historical order that proceeds from geometry

to analytic geometry, as it is done by : Levi in his

'Foundations of Geometry and Trigonometry' [13] and in

'Topics in Geometry' [14]. In the first book from the sta

a line is defined with its real coordinate systems.

It et L be a set and let C bea non-empty set of 1-1 corres-

pondences between1 and the set of all real numbers. We shall

say that L is a line, that its members are points and that

the given 1-1 correspondences are coordinate systems of L,

if and only if both of the following axioms hold.

Axiom I. If A and S are distinct members of L there is one

and only one member of C such that OA) s 0 and 08) s 1

Axiom II. If 6 and g are any two members of C then there

is a linear expression ax-1-1) such that for each X of L,

g a6 (x) +b.

Affinities are defined as follows

"Let L and L' be any lines (no_ necessarily distinct).

Let. A be a 1-1 correspondence from the points of L

to the points of P. We say that A is an affinity if and

4 4
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only if there is a coordinate system of L and a coordi-

nate sy tem of L', such that in these systems the coor-

dinate of each point X of L is the same as the coordi-

nate of its image 6(X) on LI "

After some axioms the final axiom on parallel projections

hnd affinities is given:

"Axiom P III. If t and m are lines of the plane, then any

parallel projection from t to m is an affinity from t

to m."

Subsequently a two-dimensional coordinate is introduced

and.affine geometry presented.

The further development includes metric and trigonometry.

A corresponding presentation of affine lines and parallel

projections has been dealt with in French schools in.the

fourth grade (13-14 year-old pupils). Of course it has

to be based on drawing exercises with graduations and pa-

rallel projections. This approach has raised controver-

sies among matheMaticians.

2.5 Another foundation of elementary geometry (affine and

metric) has been proposed by G. Choquet in "L'Enseignement

de la Ghomêtrie" (15). The construction is more geometric

in character cince incidence and parallel axioms are used

and the real numbers are considered to be given. It leads to

the vector space of translations of the plane. Perpendicu-

lar lines and orthogonal projections serve to present sca-

lar products and metric structures. The book contains plen-

ty of considerations of great educational interest, fOr

example on angles that are identified with rotations with

the same point as centre.

The book enti ed "Gomêtrie plane" which was written hy



Andre Delessert [16] and which is used at school level has

been influenced by Gustave Choquet. The distance of two

points is introduced very early. The isometries as trans-

formations presenting the distances and the reflections'play

a leading role. The most important theorems are proved on

an axiomatic basis; others are left as exercises.

There are no group considerations. The text is enriched by

explanatory remarks and by dialogues between the author and

Zosime, a young and critical disciple.

See also: Elementary geometry from an advanced standpoint

[17].

2.6 Analytic geometry,, geometry treated by Means of a vec-

tor space, geometry based on distance, they all need real

numbers. How can we introduce these numberS

That problem has been formulated by Em 1 Artin and solved

by him in his "Geometric Algebra" [18].

'Given a plane geometry whose objects are the elements of

two sets, the set of points and the set of lines; assume

that certain axioms of geometric nature are true. Is it

possible to find a field k such that the points of our

geometry can be discribed by coordinates from k and the

lines by linear equations?'

-We' have the experience that'the ideas of Artin areAdap-

table to an elementary level [19].

In "La GeoMétrie Affine et ses Structures" [20] Andr6 Deprit

states: "Nobody would be allowed to teach geometry unless he
has studies the work of E. Artin

3. T.- Geotnetty

3.1 To look upon Euclidean geometry as the geometry Of the

properties of figures that are preserved by the similari-

46
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ties has clearly been in r-duced by F. Klein in his epoch-

making 'Erlanger Programm'. About the same time C. Méray wro-

te "Nouveaux Elements de Geometrie" in which displacements

in space play a leading role [21]. The influence of trans-

formation groups as a means of organizing geometry did not

make itself felt very early at school leveL ideas take

their time to push their way. It is not, however, by chance

that all figures that are studies in elementary geometry

have something to do with transformations and transforma-

tion groups of the plane and the space: parallel 'Ines and

planes with translations, circles with rotations, perpen-

dicular with reflections. The main properties of a perpen-

dicular bisector of a segment, of an angle bisector, of a

rectangle, a rhombus, a square and a regular polygon are

obtained by symmetries and rotations that will certainly

give a deeper insight'than the traditional use of triangles

congruence. Even the old-fashioned cases of equality may

be re-considered in a way that sets forth their moaning:

since an isometry is determined by the vertices of a triang-

le and their respective images it is useful to look for suf-
,-

ficient conditions for the congruence of triangles. The

property of the inscribed angles of a circle is very closely

related to the fact that, when two symmetries with inter-

secting axes are composed the sensed angle of the thus ob-

tained rotation in the double of each of the sensed angles

of the axes of the symmetries. Given points a and b the

locus of the points the distances of which to 4 and b have

a given ratio k, positive and non-zero, is the Appolonius

circle that can be regarded as the set of the centres of the

direct similarities of the ratio k that map b on a It is

more clever and elegant to establish the Eulers's circle of

a triangle by using homotheties and symmetries than by

using traditional congruence procedures. In elementary geo-

metry it is efficient to work with transformations and trans-

formation groups. Textbooks with exercises on this topic



_have be n written and may complement traditional courses.

See:for instancej.M. Yaglom's "Geometric Transformations"

221 and the "Konstruktive Abbildungsgeometrie" by

Max Jeger [23] or "Le Problême de G6oeatrie" by R. Oriol

[24].

3.2 At a higher level B.W. Guggenheimer in "Plane geome-

,try and4ts groups" [25] which is based on the generation

Of isometries by reflections gives the_main theorems,of

Buclidean and-den-Euclidean geometries, as well as their

axioMatics. The notation-of group multiplication gives

a consistent formalism and the real numbers are not used.

This Work is connected with F. Bachmann's "Aufbau der Geo-

metric aus dem SpiegelungSbegriff" [26]. In Buclidean ge-o-

metry (and also in'non-Euelidean geometry) the pOint a and

the line L correspond one bY one to the central:symmetry

T and to the symmetry T with L as an axis.
' L

a .4-> T L <-> T for any a and L.
a

Geometric condi:tions like the incidence a c L and the per-

pendicularity L i K are egivalent to expressing involutions,

namely

ae L T TI wi T

L a
L j K T = T I A K L.

L K

So it is possible to consider the symmetries themselves,

instead of points and lines, as objects of a geometry of

syMmetries. In it, by the group notations we can compute

with those 'points' and 'lines'.

t is common use in introduct on to groups to consider

the isometries preserving geometric figures As a square, a

rectangle, a regular polygon, a circle etc. In this way we
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clearly get, groups of transformations.

This is a general,procedure to obtain groups and a reason

.of their role _in mathematics. Prof. Bans Preudenthal

has explained this wonderfully in his paper whidh he read

at the Second international Congress on MatheMatical Edu-

cation in Exeter. He comes back to this question in

"Mathematics as an educational Task" [91: "Groups are

important because the automorphisms of any structure

whatsoever form a:group, the automorphism group of that

structure,- and because so much can be learned from the

automorphisms about the structure itself. This is the

principle of groups, and it is this principle that makes

groups so universally usefull in all nathematics".We may

add that to consider transformation groups iS not rettric-

tive for the mere reason that a group (G,) is isomorphic

to a permutations group of G, namely

obtained by multiplying (to the right c

elements of G by each element a of G,

4. Th etta e o geor,w2y

mutations group

the left) all

_pectively

4.1 Today tradi ional geometry is questIoned as it has

never been before. What will be its fate? Some mathemati-

cians think that geometry is doomed tO death. Others believe

that it might survive under the uniforM of linear algebra

to which it gives its pictures and its Vocabulary. Some

loyal troops, more and more reduced in faunher, aro still

fighting for the honour of the flag of tradition. There

is a case of geometry. As we have seen leading mathemati-

cians have given evidence with regard to this case and

made contributions to it [37],[38].Under this heading in [5]
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H. Freudentnal has written a complete and meaningful

chapter where he expresses both his educational and

matheMatical points of view and answers criticisms of

supporters of linear algebra.

The defence of geometry has been undertaken with energy

by Prof. R. Thom according to whom-the general trend to

bring the so-called modern maths in school is an educa-

tional error [28] , [29] . To him "The real problem which

confronts mathematics teaching is not that of rigour, nut'

the problem of the development of "meaning", Of the

"existence" of mathematical objects." He addsATOne has

not, I believe, extractedfrom Hilbert's axiomatics the true

lesson to be found there, it is this: one accedes to abso-

lute rigour only by eliminating meaning; absolute rigour

is only possible in, and by, such destitution of meaning.

But:if one must choose between rigour and meaning, I shall

unhesitatingly choose the latter. It is this choice one

has always made in ma hematics, where one works almost al-

ways in a semiformalised situation, with a meta anguage

which is ordinary speech, not formalised. And the whole

profession is happy with this bastard situation and does

not ask for anything better."

Making a comparison of ordinary language with these of

Euclidean geometry and (formal) algebra from three points

of view:

'The 'meaning' of an element: can-one forma_rise the

equivalence class (in .extension) defined by an element of

the language? _

(2) Is this meaning intuitively clear?

The chness (or poverty) of the syntax.'

5 0
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R. Thom comes to the following conclu 0_ [29]

"Eucli4ean geometry is a natural (and perh ps irreplaceable)

intermediate stage between common language and algebraic

language. Geometry allows a psychological widening of the

syntax, whilst still retaining the meaning always given by

spatial intuition. At the same tine, the meaning,of an ele-

ment can already by given by a formal definition. The move

- in line with modernist dogma - to eliminate elementary

geometry to make room for calculus and linear algebra, has

little to recommend it psychologically, because the alge-

braic objects (the symbols) are too poor semantically to

permit themselves to be understood directly as it is the .

case with a spatial figure."

4.2 The graphic means of communication in mathematics is,

outside the vernacular language of 0rd na y writing, the

various drawings and diagrams and the letters and other

tokens as symbols.

The historical development of mathematics shows the role

of both the geometric diagrams and of the algebraic tokens.

No doubt, mathematics would not have atta ned today's achie-

vement without their support.

The psychological analysis of geometric figures has been un-

dertaken by E. Fisehbein (30). The author comes to the. con-

clusion that: "The geometric figures represent modalities to

reflect reality that can not be brought back neither to

proper concepts nor to.Mere representations. Those entities

have all the properties of a concept: they are abstractions

reflecting essential and general features of a class of ob-

jects under a form that is both idealized, pure and invariant,

but, at the same time, they belong-to the-domain,of- Intulti-

ve,as spatial images characterized by shape and diMenaions."

51
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"The 'ometer having to solve a problem operates ne ther

with the aid of pure concepts expressed by verbal or other

symbols, nor with the aid of material properties of the ob-
.

ject that is drawn . He replaces, rotates, superposes, re-

verses and cuts pure spatial images expressed by a material

shape.

Such mental formations are called figurative concepts by

E. Fischbein. He has followed the constitution,of those

figurative concepts in the mental development of the child.

At the first stage a geometric figure is a material object.

Secondly the geometry figure is a drawing as a result of

the actions of the subject. Finally, the geometric entities

are abstractions, the material model and the drawing are

nothing but modalities of putting these abstractions in

concrete form. "The different degrees of assimilation of

figurative concepts °Append but partially of the age of the

child. The level attained is a direct function of the ea-

ching methods of geometry."

The author proposes the teaching of geometry by successive

steps, each stage corresponding to a different view-poiht

in the way to consider the subje -matter of geometry.

4.3.

Thej:i oblem to besolved at primary and secondary school,,

not speak of infant school, consists in developing an active

and meaningsful learning of mathematics in which algebra and

geometry are growing in a fruitful s

The traditional Euclidean presentation has to give way to a

unified treatment in which intuition, logic, mathematics come

into play for a better understanding and deeper insight that

lead to a reasonable mastery of .the subject-matter with re-

gard to methods, content and organization.
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1.1 Geometry originates in constructions and measurements of

practical use. It has still an experimental department in

the physical sense and can be viewed as a conquest of space

[31]. As a rational adventure geometry simulates first some

aspects of reality by mental images and by concepts among

which figurative concepts have a sui generis role that,is

irreplaceable. The action on concrete geometric objects

and models, among which drawing has a priority, leads to

thought experiments that mime our geometrical manoeuvres

in a schematic and idealized way.

The object and relations thus obtained by geometrization

are able to live their own lives in the abstract mathema-

tical world and to give birth to pure theoretical problems

and properties. Those intuitive, experimental and theoreti-

cal aspects of geometry have to be present in teaching prac-

tice. This dialectical.conception has been developed by

, Ferdinand Gonseth in "Les Mathématiques et la Malit6" and

"La aom6trie et le Probldme,cie l'Espace" [32], [33]. The

explanations given in those works enlighten how the geome-

trical is abstracted from the intuitive views and how the

geometrical loses its meaning when we pass to the logical.

This is clear when we consider axiomatization in the Eucli-

dean sense as a first stage that gives a basis for a second

one in the logical sense of Hilbert, where the "ontological

bonds have been cut" as H. Freudenthal says. Those bonds root

the meaning of Geometry. The growth and the change of geome-

try through its history display also a dialectical interac-

tion between the figurative aspects, the algebraization and

'the transformatiOns of geometric entities and structures. To

grasp the connections between the multiple faces of geometry

gives a better understanding of and deepens the insight
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into geometry as a Privileged part of the ever growin

mathematical p trimony of mankind.

2. Selz, AdAtisnz and geometity

2.1 Geometry is a disc pline in which, at an early age,

sets and relations can be used and exercised as basic or-

ganizing notions. Diagrams of set and graphs of relations

are figurative media proper to represent the variety of

sets and relations in a uniform way. ThUs they shoW very

early the unifying power of those notions. The support by

diagrams and graphs in order to generate a more viVid and

schematic understanding can be increased by colours as they

are succesfully used by G. Papy in his books (34]. Altnongh

the approach of diagrams and graphs can be made natural,

their valuable use needs to see clearly the graphical cOn

ventions involved. See, for instance, their Introduction

in 'Servais Mathêmatique 1' [19].

2.2 The intensive propaganda for Venn's diagrams bringa

layman to consider them as the top of modern maths and leAds

to educational misuses that have been criticized by

H. Freudenthal [5]. Some mathematicians,speak of the intre

duction of the set theory in school. The truth is More MO',

dest: pupils learn how to make a meaningful use of sets nO

tions, vocabularyand symbolism at a naive level.

Logic and axiomatic

3.1 For a long time traditional geometry has been consider-,

ed to be the best discipline for logical practice. The ra-,

sults of schoOl training in geometry do not seem tO haVe

improved the logical competence of the pupils very much,

5 4



as it has been observed by Ws. A, Krygowska. This may be

due to the fact that in geometry logical reasoning is mixed

with some graphical concrete evidence and expressed in the

vernacular language. The introduction of basic logical con

nectives and quantifiers may be regarded as an attempt to

improve the situation. This elementary formalism might be

helpful in a way, the practice of logical inferences with

the implications, the equivalences and the quantifiers being

useful above all- Nevertheless, the expression of the quan

tifiers in ordinary language has to be made familiar. For

instance, in the expression of the comnon incidence axioms

of geometry the quantifiers involved have to be underlined

and explained in a simple way.

3-2. Do we have to present geometry in an ax o atic setting

n the lower classes of secondary schools? It is a most con-

troversial question.

Generally, Mathematicians will answer in the negative.

as it has been the case with regard to sets, where only main

notions are used and not set theory, the point of view has to

be clarified and things have to be kept at their modest and

realistic level. If the axiomatic presentation at the thresh-

old of an important theory is to express an impressive array

of axioms, as Euclid did in his 'Elements" and J. Dieudonna

does in [11), the answer is: by no means at a low level. 13ut

it will do no harm if, starting from drawin s with a ruler and

other physical observations arid experiments including paper

folding for instance, a teacher makes his pupils formulate the

incidence axioms with a reasonable understanding of the tree

choice of two points and the fact that there is one and only

one line that contains them both. Here one may note that the

language of sets is to be pxefered to the approach where lines

are not regarded as sets of points btt as a sort of entities

or supports on which points may be situated. At the start it

is neither helpful nor needed to say that a plane ana a line

are infinite sets.
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3.3 Some teachers insist on the importance of local orga-

nization [5]. Of course for a beginner who progresses step

by step in geometry the organization is always local! It

cannot be otherwise. It is the teacher who knows that what

is done is far-reaching. Even if a study of geometry starts

with other topics the person who plans this study knows

that his way brings knowledge that belongs to a domain

geometry. The originality of the approach does not change

the directive intention.

304 There are authors who say they do not base their work

on a fully elaborated axiomatic foundation [23]. But they

start with am introduction like this:

"The reflection potsesses the following evident propert es

upon which we may build further investigations:' Then a

list is given with four fundamental properties.

In this context those are axioms because they are taken

granted with not other demonstration. When in order to

prove some staternent we deduce it from propositions we agree

upon and that have not been demonstrated those propositions

are axioms of this system.

3.5 A useful procedure to show to beginners the logical na-

ture of elementary demonstrations in incidence geometry

consists in representing a line not only by the drawing of

the figure but also concurrently by a Venn's diagram [33],

[19]. It them appears that the proof is also valid if we

interpret a Line as a pair of points. Such a discovery

is strange at the first glance and it shows that a "line"

can be interpreted otherwise than the ordinary mental image.

It is the first example of cutting the ontological bonds

and thus opening the range for interpretations. For instance,

on a sheet of paper, a line may be realised as a segment

drawn from one edge to another.

The new definition of parallel lines cons ders both equal
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lines and disjunct ones (in the plane). From this it is

clear that when considering lines as tranverse segments

on a sheet of paper, through a point outside a given line

there are niameross lines that do not cut the first [19,1).

To obtain only one parallel pupils imagine simply that the

sheet and the lines have been extended as far as it is

needed.

3.6 The finite plane with only three, four, five, six

points gives a great variety of situations when we ask for

parallel lines in the case when a line is merely a pair of

points. With four points,we have a parallelogram with dia-

gonals that are parallel. The example of two parallels to

a given line through an exterior point in the five points

plane is also strange. The uniqueness of the parallel can

therefore not be derived from the incidence properties.

A tiny touch of finite geometry can be rewarding. For in-

formation on finite geometrys see the recent book of

G. Pickert [34].

4. P pkoje

4.1 Front the parallel axiom we may prove that the set of

lines parallel to,a given line is a partition of the plane

called direction of the line. The axiom of the parallel is

equivalent to:

Amy direction of a line i- _ partition of _e plane.

Also, the directions of lines in a plane is a partition of

the set V of lines because paxallelism is an equivalence

Parallel projection of a plane onto a line is a mapping. By

restriction we obtain a mapping of a line onto a line. So

all lines are equipotent because the mapping is hijective.

Parallel projection of a line onto a line preserves linear
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order.

4.2 To introduce the linear order on a line, sonm autl-iors

first speak about orders in general, then about strict

order (that is not an order) and of total order. At last

they come to the special order on a line that ispreserv-

ed by parallel projection. To distinguish them from

other orders that may be given on a line they call them

natural order [33,21.

To avoid all those general sta ements we prefer to simp-

ly speak of senses on a line. Starting from a drawing in

which some points a,b,c,d are marked on a line pupils are

asked to indicate with arrows the ordered pairs of points

that are in the some sense as (a,b) then as (b,a). Each

sense is represented by arrows of a same colour respec-

tively. The analysis of the picture leads to the follo-

wing axiom:

The couples of distinct points of any line are partitioned

into two opposite senses that are reciprocal relations.

Both senses are transitive. By use of the senses as sets

of couples of distinct points it is easy to find simple

definitions of a half line (ray) , of a segment as inter-

section of half lines, of a sensed line as the couple

(A,c) of a line A and a sense < on it.

From the observation of parallel projection in drawing

come to:

Axiom: In all parallel projectio s of a line A onto a line

6, a sense of A is mapped onto a sense of 8.

It may be rephrased in:

Any parallel projection of a sensed line onto a sensed line

is increasing or decreasing.

The preservation of sennes in parallel projections of a

line onto a line entails preservation of half lines,



44

segments and intervals.

Given two para lel lines A and 6, let us map A onto 6 by

several parallel projections and notice how a given sense

on A is mapped on B. Our discovery leads to

Axiom: All the parallel project ons of a sensed line onto

a parallel sensed line are increasing or all those pro-

jections are decreasing. W th this property we can prove;

Any line contains an infinite part.

On all sensed lines, each point is preceded (followed) by

others. All segments with distinct end points are egui-

potent and infinite. So we see that it is not necessary

to speak before of lines as infinite sets. From simple

properties of senses on lines and,parallei projections it

is possible to proveprecise propositions.

Parallel projections give also a very convenient means to

speak of half planes and of those of angular sectors, con-

vex or non convex.

S. Th_dn.6

Parallel.projections may be used to define translations of

the plane. Given points a and b. Let us project them in any

direction on c,d of a line parallel to a b. Let us pro-

ject c,d in any direction on e,ti of a line parallel to cd.

Proceeding in that way we obtain couples of points

(4 b ), (c,d) ,

that are constructed by parallel projection of a line onto

a parallel line or by composition of such projections. By

definition, these couples are said to be equipollent.
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(a,b) ,d), (a,b) f (e,6), (c,d) f ce,6)...

It is evident that equipollence is an equival- c:

The way we introduce equipollence by parallel projections

of lines onto parallel lines is more flexible than to say

equipollent Couples are linked with parallelograms [34,1].

The use of a mapping instead of a figure makes the whole

difference because with parallel projections we can treat

all the cases that need "degenerated" parallelograms:

a b, c d; a c, b = d; a = = a d.

When (a,b) t (c,d) is obtained by one parallel projection

from a b onto c d, it is clear that we have also

(a,e) t (b,d)

We postulate this erosstnq equipollence in all cases as

the only axiOn. It enables to note that the evident solu-

tion of the problem

'Given points a,b,c construct d such as

(a,b) t (a,d)

is unique.

The theorem: Parallel projections preserve equipollence,

does not require any other means than the definition of

equipollence and crossing.

A translation Is the set of all the couples of points

equipollent to a given couple. It is a permutation of the

plane.

Images of figures in a translation are recognized andthe

group of translat one of the plane is presented in vector
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notation.

In classical geometry vectors come so late and trans-

lations only operate on figures instead of the whole plane.

So you have no group.

The part of geometry we have seen so far is presented in

the first class 02 - 13) together with integers. At this

level it is not spoken of groups, and the drawing wi-h the

traslator is very familiar.

G. Pata.tAo

6.1 Translations ot the plane map a line onto a parallel

iine. In the second class we broaden the subject by the

study of dilatations that are the permutations of the plane

mapping any line OA a parallel line.

As the composed of permutations is a permutation, and as

parallelism is an equivalence the set of dilatations of the

plane is a group for cemposition. The translation consti-

tutes an invariant subgroup of it.

If in a given dilatation we know a pair of points and their

images we can construct the image of any g ven point in this

dilatation.

Drawings bring to admit the existence axiom:

Given two points a,b and two points a', b' such as abllaq',

there is a dilatation of the plane mapping a on a' and

b on b'. This dilatation is unique by construction. If a

dilatation has two fixed points it is the identity mapping.

6.2 In a dilatation a line is invariant if and only if it

passes through a point and its image. Such lines are called

. traces of the dilatations. In the identity mapping of the

plane all lines are tracys. When a dilatation is not iden-

tity all traces of it are either parallel or concurrent

and the dilatation is a translation or a homothety

6 1
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respectively. Central symmetry is an involutive d±latatlon

different from the identity.

7. Giumps

7.1 Dila ..a..ions having a given trace or a given centre

constitute subgroups of the group of dilatations.

Given a point o in the plane R we may introduce the bi-

jection of the set of vectors V onto II

V )
- - -
v -> a such as v oa

Tran ferringtheaddition of vectors we obtained the addi-

tion of points, and the group (11,+) is isomorphic to (V0-).

By restriction of the addition of points to a line Vo

through o, we have an additive group that can be o dered

(1) . From that we obtain by bijection of Do on the

set Rof real numbers the group (llo+,), as we shall see

later.

Of course we also have the symmetric group of permutations

of finite sets, for instance (S3. 0) (for which we need not

to consider a triangle). The additive and multiplication

groups of No mod n, the group of 1 and Ilwith composition

of relations are also at our disposal.

7.2 At present we may give some general notions on groups

(neutral element, symmetrical of an element, idempotent)

and consider the most elementary computations [19,2].

For all a,b c G, we have in group (G," )

a x b <-) x- a :tb)

In geometry, instead of considering a group in itself it

is more convenient to work with the group in proofs. For

6 2
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instance, given a triangle abc cut by a transversal

line in c , al, hi. Let us consider the following homo-

theties: such as h1(a)=6, h1(c1)-=

h such as h h (a )=
2 2 2 1

h such h3(c)=a,
3 1

The product h3 o $12 a hi is a

dilatation with a as a fixed

point and the transversal as a

trace. As ci(1 eibi, this dilata-

ion is the identity.

Hence the product of the ratios of homotheties is equal

to 1 (Menelaos).

To use geometry in applications outside mathemat cs is very

important (19,31.

If we consider the g ometrical demonstration of the formula

of thin lenses, that is given in physics courses, we shall

state that it is not sufficient. The formula is algebraic

and the proof using similar triangles is only valid for the

arithmetic values. The classical figure shows that the

homothety with centre c (optic centre) mapping a,b, on a',

b' is the composed

of _the translation

bd by the homothety

with centre e (iMage

f cus) mapping e, d

on a', to. Therefore

ca ea' e
ca ec P -6

Hence

Pp p 6
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8. Numbeta and gwrnet/Ly

8.1 The real numbers that we used above as abscissas of

points are presented as such. The natural numbers are

considered both from the cardinal and the ordinal points

of view.

With the use of parallel proj ctions we constru _ succes-

oively the points c, d, e,...

such as

(ab) (be) t (ad) t (de)...

To points a,b,c,d,e... we give as images natural numbers

The points ' such as

(c1V)t (Pa)t(ab) have no numbers as images. We give

them new numbers noted To 2, 540. and ob ain a graduation

th integers.

To add the integers we glide a second graduation as a slide

along the first. That is we translate the graduation.

Multiplication is Connected with a change of scale leaving

the origin as a fixed point and bringing the unit point on

the point corresponding to the multiplicator.

In each case children of the first class (12 years) notice

the results of the operation and find out the rules.

8.2 With subgraduations that we can constr ct considering

fractions as operators on points and on vectors, we define

the equality of fractions representing the rational numbers.

Translation of the division points gives addition of numbers,

homotheties with the origin as centre and rational ratios

are composed to define the product of those numbers both

positive and negative.

All that can be brought on the basis of dilatations, with
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no other axiom.

the real numbers we use deci binary) expressions

to note them. Two new axtoms, i.e. Archimedes axiom

and the axiom of decimal (binary) imbedded segments are

required. Their Introduction can be made as natural as

possible.

Equality of real numbers is brought back to the equal

ty of the points that have them as abscissas.

This accounts for the mysterious equality

5,3 9 9 9 90 = 5, Llooeo
all 9 all o

8.3 With the ThaleS theorem a parallel projection of a

line onto a line transforms a graduation of the first

into a graduation Of the second corresponding points hav-

ing the same abscissa. Translations and homotheties serve

to define addition and multiplication of real numbers. By

using two succesive parallel prOjections of lines onto

lines any graduation can. be transformed in another while

the abscissas of the correspondIng points are preserved.

Thus ihe definition quality, addition and multi-

plication of real numbers are independent of the; Oaduation

that is used to define them, Moreover, as homotheties map

raduation on a graduation with preservation of the ab-

scissas the multiplication of real numbers can be proved

to be commutative. Consideration of senses on the lines

and corresponding otder of the numbers serve to prove the

order properties of addition and multiplication of real

numbers .

8.5 Referring to

face of his book e

(15] G. Choquet

numbers in (geometry in the pre-

d "L'Enseignement de la Geometrie"

"For a long time the Greeks have only
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knowntherational numbers and even after their memorable

discovery of the irrationality of /2 they have not been

able to disengage the general notion of the number. The

continuators of the Euclidean work have tried to perfect

his work by a "segment-calculation" that allows to find

not without some pains the field structure of the set of

numbers from plane geometry. We must by no means fall into

this error,"

What

[181

been done above along these 1 nes due ,to E. Artin

not a calculation of segments, but, indeed, a cal-

culft-ion of numbers and vectors by means of the geometri-

cal group of dilatations that are the permutations of the

plane Mapping a line on a parallel line.

This

mean-

Metrical approach is based on simple axioms the

of which is directly grasped from the experience

of drawing with parallel lines.

8.6 The g ometrical setting of the field of real numbers is

not reOtrictive. (See 3achman[261,p. 137)

'Given a field K with zero element 0

For any a of K

x' = x a (1)

defines a pe mutation of K

The mappings (1) constitute on K a simply transitive, co Lu-

tative group T (group of translations of K).K_ _ _

For each a 0 of K

x' xa (2)

defin s a permutation of K. Each transformation (2) has 0

as fi_ed element. The transformations (2) constitute on

104{o} a simply transitive, commutative group DK (group of

dilatations of K).

66
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By vIrtue of the distributive law

(a +b)ca.c.+bc.

the transformations of all elements of TK by an element of

is an automorphis- ofVK

The reciprocal of this can also be proved [261.

When I( is the field of complex numbers, TK is the simply

transitive, commutative group of translations of the complex

plane, and DK is the group of the direct similitudes of the

complex plane with centre o that is a fixed element of all

these similitudes. This group is simply transitive on K(o)

and commutative.

go the other way round, from a pedagogical po-nt _

view it is not easy, to present the field of real numbers

separately at an elementary level if we use decimal repre-

sentations alone. Moreover, when numbers are dropped into

geometry, it is artificial for beginners [131.

9 PeApen cutaxity and izornetti

9.1 The consideration of perpendicular lines and directions

is introducedon the basis of paper folding and drawing with

set squares, not to speak of vertical and horizontal lines

and of reflection in a plane mirror. Observations and ex-

per..ments lead, by mathematization,to the following axioms:

P In the set of direc Aons of the plane exists one symme-
1

trical relation called perpendicularity.

P- Each di ection has a unique perpendicular direction (Per-
2

pendicular ty is thus a permutation of the set of direc-

tions).

6 7
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P Each direction is distinct from its perpendicular di-

rection (Perpendicularity is thus antireflexive)

They may be rephrased in a compact pr pos tion:

In the set of directions there exists a permutation, perpen-

dicularity, that is symmetrical and antireflexive.

Properties of perpendicular lines are simple consequences.

9.2 Paper folding, images in a mirror lead to a defini-

tion of a reflection that is a symmetrical transformatIon

of the plane, also named axial symmetry.

Images of figures in a reflection with preservation of

parallelism and senses of lines, axial symmetry of figures

and of pictures and photos, perpendicular bisector of a

segment, bisector of an angle, are easy topics. So is the

axiom of the bisector of an angle:

Given an angle, there is one reflection that maps its

sides on each o her. The axis of this symmetry is named

angle bisector. This leads to a study of the symmetry of

figures: isosceles t. iangle, rectangle. rhombus and sguarel

circle and disk.

9.3 By composition of axial symmetries appears the group of

isometries in which we recognize translationsand central

symmetries as isometries obtained hv r.omposition of two re-

flections the axes of wh ch are parallel or perpendicular

ret Jectively.

The precending subject-matter be treated early in the

second class (13 years) . At age the further study of

other transformations of the group may seem too abstract.

What is prior is the con ruence of figures as the equiva-

lence relation given by the group of isametries. The

congruence of segments and angles with the transport o the

6 3
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as intuttive notion requir un properti

1. Given a segment [rib] and a half-line [cd on it, there

is a unique point such as [4thl t fed.

2. Given an angle d31 and a half-line [pc, in each closed

half-plane with edge pc is contained a unique half-line

CPd SUCh ae

ab m cpa

Those proposit ons may be taken as simple axioms or de-

rived from a group axiom expressing so to speak the ri-

gidity of the plane.

A:xiom of rigidity

Given a half-line lab, there are only two isometries that

map [ab onto itself: the identity mapping and the reflec-

tion with line ab as axi

From this point the basic ]eor ms of triangle congruence

can be correctly proved.

9.4 The measure of segments by transport on a graduate half-

line offers no difficulty. Ca the contrary, the meastxre of

angles (as the introduction o f the real numbers into geome-

try) appears bo be a true tumbling-block of elementary

mathematics.

Starting from familiar behaNiour ofprotractors it is possi-

ble to introduce a measure lor elementary angles in:the

Suolidean meaning as union of half-lines with the same ori-

gin [17]. For reasons of simplicity we prefer to consider

the measure of angular sectors.

Starting from the use of a Ian-protractor we de e [19,2]

A measure of angular sectors is a napping m of the set A
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of angular sectors onto the inrerval of real numbers [opl

with ocp:

A [Dp] : x mlx)

havingthe following properties:

1. Angular sectors are congruent if and only if they have

the same measure.

2. All zero angular sectors have Os measure and all full

angular sectors have p as measure.

3. If the angular sectors A,8 are adjacent the angular sec-

tor C equal to their union has a measure equal to the:

he measures of A and 8

PI( g m(A) m(B)

We admit the following axiom for degree measure.

There is one and only one measure of angular sectors that

maps the set A of angular sectors onto the interval

(0,360) of real numbers.

9.5 This suf ices for elementary purposes. In the third

class (19,3] (age 14-15) we cOme back to isometries in order

to distinguish displacements and overturns that are composed

of an even,or an odd number of reflections, respectively. 7o

prove that mo displacement is an overturn we merely admit

that a reflection is not a displacement. Indeed, given a

displacement d let us admit it is also an overturn. It is

thus the composed of a displacement d' and a reflection

S
A

. So

As d o

Thi_ exa

T
A o d' d and d o

-1

a displacement this is absurd.

Mple show- how very s mple computations with group

70
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rotations may be helpfnl

It is proved that each displacement is the composed of two

:reflections and is thus a translation or a rotation. Over-

turns are either s mple reflections or the composed of

three reflections. In this case they are obtained by compo-

sitions of a reflection and a transation parallel to the

axis of reflection. This line is thus invariaat by the over-

turn whiCh iS named glide reflection.

9.6 we use Isometries to come back again to the measures o_

segments,angular sectors, angles, areas of polygons. Mea-

sures of arcs of a circle and of circular sectors of a disk

are obtained by transfer from the measure of angular sec-

tors.

10 . Scatart pto duct

Just as parallel projections have a constructure build-

ing role in affine geometry the orthogonal projections

are a working tool in metric geometry. 'The cosine is intro-

duced as a coefficient of orthogonal projection of an axis

on-an axis, the two axes have congruent segments for length

units. The cosine appeers to be determined by the angle of

the axis, thus its is called cosine of this angle. Congruent

angles have the same cosine.

The scalar product of vectors is close at hand. It presents

the means of proving the metric properties of triangles (Py-

thagoras and others). The metric relations in rectangular

triangles are demonstrated :by equivalent statements and are

therefore necessary and sufficient conditions for a triangle

to be rectangular. Perpendicular and oblique segments,

intersection of line and circle and of circles are treated

with scalar products.
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1 1 Sew, ed ang1e4

11.1 so far we have only cons dered angles and angular

sectors that are sets of points,having delayed the study

of sensed angles and not having mentioned them in con-

nection With the scalar product.

Sensed angles are defined as equivalence classes of coup-

les of half-llnes with the sane origin, towards the dis-

placements. Sd they are not sets of points. We do not

identify them with rotations, but show that in a rotation

the sensed angle of a haLt-line and its image is the same

for all half-lines; thi is the sensed angle of the rota-

tions. The rotation; wi#A a given centre constitute a corn-

mutative group. We transform tliis group structure to define

the addition of sensed angles. So the sets of sensed angles

is a commutative group for addition- Sensed angles of a

couple of lines are also defined. 119,31

11.2 The pupils are familiar with e,e, richt priority im-

posed in traffic. This prirrity is preserved if a car moves

from a place to another (with mo oveLtum!). So it is in-

variant by displacement. Such an experimental situation

leads to define the orientation in a plane by considering

for each sensed line (A, < ) one of the half-planes with edge

A; two half-planes with a sensed edge have the same orien-

tation if and only if they are equivalent towa ds Uae group

of displacements. 09,31

We bring this definition of the or entation of a plane in

connection with other ways, such as triplets of non-collinear

points, sensed angles etc. The arc capable of a sensed angle

is seen together with the angles and angular sectors inscri-

bed in a circle, and the sensed angles of lines.

11.3 Finally, by the a_d of a graduated circle in the orien-

ted plane it is explained how real numbers given mod 360 can



determine a sensed angle and how the addition of sensed

angles corresponds to the addition of their determina-

tions taken mod 36o. As you see, we do not speak of mea-

sure but of determinations of sensed angles.

12. The gtot 06 ude4

12.1 The fundamental group f Euclidean geometry is gene-

rated by conposttion of isOmetries and homotheties of the

plane. The nain properties are proved for angles, segments.,

triangles, areas. Direct and indirectsimilitudes are dis-

tinguished, and their compositions are found to be a ho-

mothety with a rotation having the same centre or with a

reflection the axis of which is passing through the centre

of homothety. The similarity of all convex regular polygons

with n vertices is proved and also the similarity of all

circles and all disks. That explains why the lengths of cir-

cles are proportional to their radii and the areas of disks

are proportional to the square of their radii.

The area of a disk, the length of a circlo are considered

respectively as the least Upper bound of the areas of the

convex circonscribed polygOns and of the lengths of the

perimeters of those polygons.

This leads simply to the formular

Elementary trigonometry of sine, cosine, tangent is studied

in the oriented plane.

All that is covered in three years (12-15)

In the following classes, space geometry is also presented

in an unfied setting together with vector space, scalar

product, transformations, coordinates and matrices. The real

numbers fIeld is revised.
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III. Conctum:vri.4.

At the end of the preceding sketch of a comprehensive or

ganization of the teaching of geometry, as it may be of-

fered to the (Activity of) pupils we would like to make

some general remarks.

Geometry is ever present with

loaded with their figurative powe

s meaningful concepts

2. All geostctrical properties taken as granted are in such

a close connection, both with physical reality and with men-

tal images that sImulated it in idealized schemata, that'the

pupils can graSp then by their immediate observation and ex-

perience. Simple axioms are presented step by step in a ge-

netic way.

3. Geometry is not subordinate to vector-spaces theory, but

contains a natOral approac to these notions. The orderof

presentation tries to be more mathematical than logical.

4. 'Sets, relations, mappings, groups, transfers of structu-

res by isomorphisms are the working tools that _ always in

action in a prOgressive geometrization.

5. The symbiesis of the real numbers field and its geometri-

cal correspondent is rewarding. Especially the grouprOf dila-

tations has a constructive role. It is an invariant subgroup

of the group of affinities of the plane, but also an inva-

riant subgrOUp Of the group of similarities.

The group of dilatatiwl has the privilege to be so simple

that it can be looked at with our bare eyes.

6. If we proppee to begin with distance and measureme be-

7 4
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cause they are the child's foremost expe ience we should

not forget that the experience of light _s even more ob-

vious. We live under the rays of the sun and these rays

ve forever the physical example of parallel projections

t the shades.

7. Perpendicularit is deeply rooted in our brain for

the sake of our balance and the role of horizontal and ver-

tical lines in the equilibrium of our constructions. The

reflection at the surface of quiet water must have been a

bewildering experience for our ancestors and a provoking

tuation that had tio be understood in order to conjure its

mysterious magic. Measurements cane surely later, except for

the arithmetic of small numbers. They are embodied in the

given unified construction. Geometry is alive! It has pro-

voked reflections, orontroversies and contributions of lea-

ding mathematicians. Among his colleagues R. Thom takes

over the defence of geometry. His more convincing arguments,

however, are not, perhaps, to be found in his passionate pa-

pers, but in his creative work. In d'Stabilith structurelle et

Morphogenese, Essai d'une th6orie générale de modeles" [36]

the reader finds such a deep understanding of the problem of

the succession of forms atd a wealth.of examples. most of

them are taken from biology and from disciplines that, so

far, have rebelled against all nathematization.

The work offers "the first systematical attempt to think in

,geometrical and topological terms, the problem of biological

regulation as well as those set by structural stability of

any form". The reading requires a broad and multiple know-

ledge in the domain of mathematics in its modern setting as

well as outside mathematicl ih the fields of contemporary

sciences. The effort that is needed to penetrate into.this

work of quasi-encyClopaedic charaeter will be rewarded by

mathematical and philosophical enrichment and joy.
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PR BLEMORIENTItRT XNG ZUR GEOMETRIE

Stowasser, BielcEeld

"The construction of problem sequences
is one of the largest and most urgent
task in curriculum development"
(Cambridge Conference on School Mathe-
matics 1963)

Der Stoff der E1emeotargeometiie wird nahezu ausschlie2-

lich unter logisch'systematisehen Gesichtspunkten fUr

den Unterricht organisiert. Die .Folgen sind bekannt:

Axiomatisches Rageut, Deduktion von Evidenzen . n einem

vorfabrizierten Undurchschaubaren System, Definition von

Trivialitaten, . mehr praChe als zentrale Inhalte, Bereit-

Stellung von Vielerl i ohne erkennbaren Grund.

Die Kopfe werden voligestopft mit Plunder, wobei die

der Geometrie zugrundeliegenden Ideen eher zugeschattet,

denn ans Licht gebracht werden.

Das alles hat trotz Anreicherung der inhalte und aridere

Ausrichtung der Systematik (Abbildungsgeometrie) seine

Wurzeln im "euklidisc Geist", jenem methodologischen

Selbstverstandnis der Mothematik, das sich in Pistons

Akademie aussprach und In Euklids Werk mustergUltigen

Ausdruck fend.

Fatal, da0 die in ukiids HEleinentenu kodifizierte eukli-

dische Geometric his ins 19. Jhd. Muster ohnegleichen fUr

Wissenschaftsbereiche blieb. Gewisse grundlegende (nu5g-

lichst einfache) S#tze, die Erfahrungstatsachen deS unr um-

gebenden Raumes aussprechen, waren darin als Axiome ausge-

zeichnet. Alle Ubrigen geometrischen Satze sollten erst--

dann als galtig anerkannt werden, wenn fUr sie ein Belms

aus den Axiomen (und bereits bewiesenen) Satzen vorge-

bracht werden konnte.
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ination jenes Musterbeispiels hat sich such der

ontrteunterricht iitCit entziehen konnen. His weit ins

Jhd hinein waren tuklids "tlemente" Grundiage eines

sterilen Dnterrichts.

dahin blieb auch verborgen, (lea Euklids Axiomensystem

zur Peduktion nicht ausreicht. Hach Vorarbeiten vornehm-

lich italienischer und deutscher Mathematiker hat dann

David Hilbert 1899 eine vollstandige Deduktionsbasis air

die euklidische Geometric vorgelegt.

Es J-bt mittlerweile sehr verschiedenartige axiomatische

FassUngen der euklidischen Geometrie. Wenigstens eines

dieser Axiomensysteme solite der Mathematiklehrer kennen

und ZukAbschAeckung gesehen haben, wie daraus in milhe-

voller Kletnarbeit die einfachsten zumeist evidenten -

geometrischen Satze deduziert werden.N) Bleibt zumindest

als Lernziel fUr den Lehrer: wissen, daB der Geometrie-

unterricht in der Sekundarstufe I nach ganz anderen Ge-

sichtspunkten organisiert werden muB.

tin SOlches kompliziertes Axiomensystem els Pertigfa-

brthat in die Köpfe der Schiller einzupflanzen und dar-

.auf ei eigenartifles, fUr Schiller nicht durchschaubares

Rankenwerk von ren Satzen,. aber Satzen armliohen

qeonietrlschen 1t Hilfe der Logik aufzurichten,

daswaqt kein Diaakciker oder Lehrbuchschreiber zuremp-.

fehlen. Aber in den gangigen Schulbflchern (z.5. im

SchrOder-UchtmannHN) ist doch eine starke Orientierung

an etner logisch-systematischen tntwicklung (for Geome-

trie immer noch unverkennbar. Vom euklidischen Geist hat

man Sich noch viel zu wenig emanzipiert. Dort wird bei-

spielsweise die Achsenspiegelung durch e ne Liste von 14

. K. Borsuk und W. Szmie1ev FoUndations of Geomet

dam I96o

hrOder-Uchtmannl Einfuhrung in die Mathematlk, Geornetrie I,

ankturt 1972

8 0
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ken Axiomen beschrieben, ein Rattenschwanz von tri-

vialen Satzen formuliert and unvollstandig aus den A.iomen

deduziert. Nimmt man noch die dort aufgefUlhrten Axiome

hinzu, die die Inzidenz-, Ordnungs und Grthogonalitats-

relation betreffen, so wird klar, daB trotz des groBen

Aufwands nur axiomatj.sches Ragout serviert wird, das nicht

einmal eine ausreichende axiomatische Basis far das

Messen von Winkeln und Flachen hergibt2:). (Das Urteil

aber andere gangige Sohulbacher faut im Grandsatz

nicht anders aus. Der Zaubergarten der Geometrie nimMt

sich in ihnen wie ein Staabumwelkter Exerzierplatz aus

(Wegenschein)).")

Kein Wander, wenn die Schiller iustlos darauf reagieren

und dabei eine negative Einstellung nun Mathematik er-

werben.

Gegen An riebsschwache helfen nur starke Reize.

um Palle der Geometrie sind zumindest Zugan von reiz-

vollen Problemen her zu den zentralen inhal en hilfreich.

Besser ware freilich, die alte Gewohnheit logisch-syste-.

matische Stofforganisation - ganz aufzugeben und das Feld

der Geometrie mit Problemkreisen abzudecken. (Einige solche

geometrische Problemkreise extremale Rechtecke, Hillard,

heronische MeBkunst, Kastenschiffahrt-, Werkzeugprobleme

etc. werden in diesem Heft vorgestelltY.

Win pladieren far muntere Einstiege in die Geometrie von

reizvollen Problemen har, die maglichat rasch zu hinreichend

interessanten (nichtevidenten) Entdeckungen fahren. Wir

soliten dabei versuchen, Haarspaltereien aus dem Weg zu

:c)Analyse des oben genannten Lehrbuches im: Zentr Iblat_ der Di-
daktik der Hathematik Heft 1/70 von R. Stewasser und K. Breinlinger

;:")Uns scheint schen bloBes Schielen der Lehrbuchverfasser auf ein
"Hintprgrundaxiomensystee bedenklich, sei es auch nur dazu gedaeht,
dem Lehrer einen sicheren Leitfaden an die Hand zu geben, dor ihm
die Orientierung im Irrgarten der Geometric erleiehtert.

8 1
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gehen, gegen elle finier- und Formullerwat und gegen

jeden Beweis anati us die besondere Rolle der Intuition

gegenilber der Logik betonco, Wert legen auf die Ent1,-Ick-

lung der Phantasie, auf Ori r,alitat und Velt-

4tehen. Wir meinen n cht, (lea Schiller evidente geome-

trische Sachverhalto (z. 8. den Scheitelwinkelsatz)

nach einem Beweis besser verstehen als vorner, halten

yam plausiblen Begrunden nichtevidenter Satze mehr als

von fragwOrdig strengen Beweisen (ails einer unzurei-

chenden axioms ischen Basis) , betonten das Auffinden

von Argumenten mehr als das Nachvollziehen von Manse-

fallenbeweisen (Schopenhauer).

Wir sollten uns mit unserem Vorgehen vor allem auch

gegeh die Ubliche Bereitstellungsmethode wenden. Kan-

krete Probleme sollten nicht erst dsnn bebandelt wer-

den, wenn die dazu natigen Begriffe und Satze zueLb-

sung der Probleme schon bereitstehen (Praxis als An-

wendung vorratiger Theorie). Vielmehr soll Theorie ru-

dimentar und ungehobelt aus der Beobachtung und Ana-

lyse der zur Lasung anstehenden konkreten Probleme ent-

stehen.

Die Ethstiegsproblerne soliten so geartet sein, da3 die

Schiller mOglichst selbst verwandte Probleme formulieren

im einfachsten Falle durch Variation gewisser. Ele-

mente -,die zu ihrer Lösung neuer Uberlegungen bedUrfen.

So kann ein nach alien Seiten hin OVL Pkobtemivietiz

entstehen. Die geometrischen Sachverhalte erscheinen

in einer Ordnung, die der Ausweitung des Probiernkreises

angepaBt ist. Mit einer logisch-systematischen Ordnung

der Geometrie hat das Unternehmen wenig Berdhrungspunkte.

Seit Euklid nehmen Konstruktionsproble M Geometrie-

unterricht einen ausgezeichneten Platz ein. Euklids

axiomatische Fass ng der Geometrie kann verstanden
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werden a s groBartiger Versuch, die Geometric zu ent-

wickeln auS den grundlegenden Konstruktionen bei rest-

schreibung der Werkzeuge: Zirkel und Lineal. Soiche

FLxicrung war Hemnschuh fUr die Entwickfung der Matho-

matik noch im sphten Mittelalter. Der Geometrieunter-

richt hat diese cuklidische Pessel noch immer nicht

abgestreift. Emanzipation von euklidischem Geist mul3

nicht nur das Forsett der logischen Systematik auf-

brechen, sondern auch den Werkzeuggebrauch pro-

klamieren. Sie erfolgt nahezu zwangsihufig, wenn sich

der Geometricunterricht vornehmlich an Problemen orien-

tiort, fUr d.6 6 Tsungsmethoden und Werkzeuge nicht

vorher schon 1),,eitgesteilt werden, sondern ad hoc

erfunden wen:Li mUssen. Der Problemlöser will mit sei-

nen Problemon zunachst4Agmiwie fertig werden. Seiner

rindigkeit mu6 die Wahl geeigneter Hilfsmittel (Werk-

zeuge)) Uberlassen bleiben. Ihn von vornherein auf

klassische Zirkol- Lineal-Konstru efl u fixieren,

nur solche Lösungen anzuerkennen u.0 die Auswahl der

Konstruktionsaufgaben ausschlienlich unter dem Ge-

sichtspunkt der Realisierbarkeit mit Zirkel und Lineal

zu treffen, erscheint didaktisch geradezu widersinnig.

Was das Werkzeug aniangt - hat es einen angebbaren

Sinn, ein KUchenmesser tUr chirurgiscro Eingriffe vor-

zuschreiben oder auch nur zu empfehlen?

2n wir als Beispiel die alte Aufgabe der Wink l-

dreiteilung. Mit dem Winkelmesser als Hilfsmittel ist

die Aufgabe trivial ldsbar. Mit dem Zirkel und Lineal ist

die Aufgabe in endlich vielen Schritten nachweisbar -

mit algebraischen Methoden nicht zu Ibsen, sofern

Parallel-, Spiegel-, Einschiebe-Lineal; Winkelhaken; Koordi-
naten-, Pergament-Papier etc- Zur Ortung (terrestrisehe Navi-

gation) beispielsweise ist Pergament als Werkzeug vorzOglich
geeignet (s. 5.86 ff in diesem Heft).
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Zirkel und Lineal im klassischen Sinne benutt Werden :0

(mit dem Zirkel kann um einen vorgegebene (od-- ge-

wAhlten) Punkt ein Kreis mit vorgegebenem (oder ge-

whhltem) Radius gezogen werden; mit dem Lineal kann

eine Gerade durch zwei vorgegebene (oder gewShlte)

Punkte gezeichnet werden). Die WinkeJdreiteilung 1

sich freilich in unendlich vieien Sehritten mit Zir-

kel und Lineal durchfiihren (Eingabelung durch iterierte

Winkelhalbicrung Interyallschachtelung des Bruohes
1 1 1 1 1

durch Dualbruche; - 72-2 A- 6 ,..) oder mit

Zirkel und Lineal, sofern das letztere nichtklassisch

ye det werden darf (nNmlich als Linschiebelineal,

auf dem zwei Punkte eine Strecke markieren, die zwischen

zwei schon gezeichneten Linien "eingepaBt" werden darf).

Arclimdes' Einschlebelieeal-LOsung findet man gew1B nicht

auf Anhieb, aber die zujrundeliegende Lasungsidee ist

sehr einfach. Sie entspzingt einer untiblichen Konstruk-

tion zur Vervielfachung eines yorgegebenen Winkels (Ver-

8,411

) Auf hfterem Niveau (in Sekundarstuf kann die Winkeldreiteilung
durchaus ale reizvolles Elnstiegsproblem verwendet werden zur Moti-
vation grundlegender algebraischer Begriffe und Methc,den, mit denen
such gewisse Fragen each der Möglichkeit klassischer Zirkel-Linnal-
Konstruktionen erledigt werden kannen:Winkeldreiteilung, delisches
Problem der WOrfeldoppetung, Dreieck aus den Winkelhalbierenden -
das sind Konstruktionsprobleme, die auf kubische Gleichungen fOliren
Solche Gleichungen mit rationalen Koeffizienten haben aber genau
dann durch Quadratwurzelausdracke darstetlbare Lostingen, wenn
sie eine ritioncle IA-sung besitzen,
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wendung gleichschenk Dre

Die "Umkehrung" dieser mit Zirkel und Lineal reali er-

baron Winkolverdrelfachung liefert.r.untlie gesuchte Win-

keldreiteilung.

achton auf die Gleichheit der Streckeniangen in

Bild 4 : l(ab) = l(bd) = l(cd) und versuchen diese

Eigenschaft zur Ken-

strukiion auszunUtzen.

Es liegt nahe die Zeichnung zu erganz1.

Die Ken_ uktion
1.

- 36

chnung ausgehen kö nen,

Bi Id 5

Bild 4

rd demnach von folgender Zei-

Bild 6

Gelingt es'uns, eJne Gerade H so zu legen, °Ian auf ihr

vom Xreis K und von dor Geraden G eine Strecke der L:inge

Vorweg ware demnach im Unterricht das Problem "Winkeiverviel-

fachung" zu erledigen (verschiedene Realisierungen mit ver-

schiedenen Wr,rkzeugen; wenn nOtig Hinweis darauf, da8 gleich-

schenkilge Dreiecke eine hilbselle Losung ermaglichen)
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1(cd) abgeschnitten wird? Sofern man nicht. auf Zirkel

und Lineal fixiert ist, wird man eingeeignetes Werk-

zeug herzustellen suchen"), das cite Rinpassung eincr

gegebenen Strecke zwischen zwei geg bene Linien ermdg-

licht. Em qespanntcr SchnUrsenkel, auf dem die Lange

1(cd) durch zwei Knoten markie.r:t ist, erfUllt unseren

Wunsch. Wir spannen ihn so durch C, daR die beiden

Knoten ki md k2 auf K bzw. G liegen (E.Bild 7 )

Bild 7

im folgenden Beispiel, einem Problem aus einem chine-

sischen Rechenbuch (2000 Jahre alt) mdchten wir noch

eine andere Seite der Emanzipation vom euklidischen

Geist hera' ste1Ln. Nicht nur das Werkzeug selbst,

sondern auch sein Gebrauch sollte nicht von vornherein

vorgeschrieben werden.

Aus einom Teich ragt ein Bambusrolir 6 FuR heraus. Zieht

man die Spitze zum Lifer, so ist sin 8 PuR von der Stelie

o_ntfernt, an der das Bohr aus dem ';:asser kommt. Wie

tief ist der Teich?

Für Elfjah ohne systematische Unterweisung in Geo-

metric ist das ein hinreichend nichttriviales Problem.

Naheliegend ist eine Eingabelungslbsung fUr den "Wurzel-

:0 Es durfte nicht hwerti1 I en nachiuwetsen, dI1 let Mathematik-
unterricht auf alien Stufen die Entwicklung einer entsprechen-
den Attitude yerhin4ert, stSt rtie in 1'6r-dein, und wir sehen
darin einen sether groBton MangeL
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punkt" des Rohrs (ProblerverfahrrMl mit systema

Halbierung)

pl wird auf der Geraden ac

alsOrehpunk1 gewhhlt. Die

Spitze des Rohrs }came dann

aber nach al (SchnOrsenkel,

Zirkel, Einschiebelineal

ale. Hilsmittel). al liegt

lInks von b. Drehung um'p2

(c) le, t die Spitze rechts

von b nieder. Der gesuchte

Drehpunktliegtfolglich%)

zwischen pl und p2. Mit dem

Mittelpunkt p3 der Strecke

p1p2 wird genauso weiterge-

macht. Das liefert eine Intervallschatelung fUr den ge-

suchten Drehpunkt n.Die Aufgabe ist in wenigen Schritten

der Zeichenungenauigkeit wegen praktisch (aber umstandlich)

gelbst.

sche

Hat man die Lbsung p, so sollt an der Zeichnung die

ymmetrie des Kreissektors IL

auffallen. Das fUhrt zu

Dberlegungen, die Symmetric-

achse zu findpn, zu versehie-

denen Mittelsenkrechtenken- p Odds

struktionen; darunter wohi

auch zur klassisehen Zirkel-

Lineal-Konstruktion.

(Eine besonders einfache

Lbsung geiingt dureh Papier-

falten. Man zeichnet dazu die

Ausgangsdaten auf Pergament-

papier, faitet eS dann so, daB

a auf b zu liegen kommt.)

Die Eingehetunjskonstruktior
dos Zwischenwertsatzos.

str ng begrunden mit Hilfe
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egangsproblem ist ohne vorangehenden

systematischen Geometrieunterricht lOsbar. Die (mit

Elfjahrigen nicht weiter analysierbare) Eingabelungs-

konstruktion ist ein erstes Beispiel einer vielseitig

anwendbaren praktischen Methode, der spater (in der

Analysis) grundlegende Bedeutung zukommt). Das Aus-

gangsproblem motiviert schlieBlich auch den flit" die

Geometrie wichtigen Begriff der Mittelsenkrecht-n und

fUhrt zwanglos zu ersten Symmetriebetrachtungen. Von

Bereitstellung katn keine Rede sein. Die habsche Auf-

gabe wird keineswegs blo6 Zur Anwendung schon bekannter

Methoden "miBbraucht".

Weitere Aufgaben zur Anwendung des Begriffs elsenk-

rechte" findet man in den 41teren LehrbUchern im Zu-

sammenhang mit dem Pythagoras-Satz; d.h. viel spater

als Rechenaufgaben.

a) pin Bambusroht 1st 10 _ FuB lang. Der Wind knickt es.

Seine Spitze betiihrt 3 FuB von der Wurzel entfernt

den Boden. Wie hoch ltegt die Bruchstelle?

b) Man hat eine goffnetr DoppeltUr. Ihr Abstand von

der Schwelle betr' 10 Zoll (= 1 FuB). Die teiden

Tdren klatfen 2 Zell auseinander. W e breit ist die

DoppeltUr2

Eine Lanze ragt sen'xr cht hend 1 FuJ3 Ober eine

g) Komplettlerung des Zahlkörpers; Its ationsverfahrn zur LO-
sung von GleichUngep - Stetig%eit - Zwischenwertsatz - Fix-
punktsatze (s. R. StowAsser, Lindimensionale Existenzsdtze,
in: Der Mathemati)cunterricht, Heft 1/70). Vorerst werden
stetigc AhhilMongn und ihre Eigenschaften (Zwisehenwertsatz)
naiv verwendet, erfahren keine begriffliche Fassung, werden
in sOlchen Beispielfallen ble6 anschaulich verwendet und auch
i.w. nicht verbaliaiert. Natdrlich warden auch die mit der
maBstablichen Zeichnung verhundenen Ahnlichkeitsbeziehungen
an dieser Stelle nicht analysiert.

38



75

Mauer. SchrAggestellt, mit einem Ende 3 Fun von der

Mauer entfernt, erreicht it e Spitze qerade die Mauer-

höhe. Wie lang ist die Lan e?

Nicht nur die Elfjdhrigen haben Schwierigke ten mit den

verNnderten Lagebeziehungen DaB dieselbe Losungsidee

wirksam ist, das ist nicht von vornherein e kennbar.

Man zeichne und lerne zzhen. Dazu ist Geome rie offen-

bar in besonderer Weise geeignet.

(In den Aufgabenplantagen Nlterer Lehrbdcher findet der

Lehrer genug Material, das er in ähnlicher Weise rlweck-

entfremdet" verwn kann mi.t der Absicht, neue Reize

an ihm zu entfajten. Solche LockerungsUbungen sind ins-

besondere systemorientierten Lehrbuchschreibern zu emp-

fehlen,.

geben im folgenden ei Beispiele fill- den Unter-

richt sequentierter Pr lemkreise (Extremale Rechtecke;

Billardprobleme und extremale Wege)_ Weitere Problem-

felder können aus PlatzgrUndem nur sehr skizzenhaft vor-

gestelit'werden mit Hinweisen und Anmerkurwen ver,3cnie-

denster Provenienz.

1 . EY ae Recht che P bvnequenz rflLt KwiZthin

In der Klasse 5 werden Oblicherweise Umfang und In-

halt von Rechtecken behandelt nach dem hachst frag-

wOrdigen didaktischen Prinzip der kleinsten Happen

- Ausgliederung eines scharf zugeschnittenen Toil-

stUcks aus dem Komplex des Messens bei kurzatmiger

und wenig kurzweiliger Motivation. Mit 2a-t2b nd ab

werden dann etliche "altbabylonische Ackeraufgaben"

gerechnet.

89
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r wNhlen mit Absicht dteben in c. n echt

langweilig abgehandelten Unterriell onst d unA n

unsw'en Unterrichtsvorschlag klc

dieneinheit mit Kurzfilmen zum

Lesehögen, Arbeitskarten.

Statt eiAuf Reaktuke behandelv wr im Unterruht gewisse

Rechteck44otten und halten darin Ausschau nuGh 1echtec1_n

mit gewissen Extremaleigenschaften. Wir nuten den Reiz

elementarer Extrema1prob1eme4 zu deren L5sLn divet Ver-

fahren des Strecken- und Ffachenvergleichs zu eqincien

sind. 2a + 2b und ab allein genUgen fUr elementare Lb-

sungen unserer Extremalprobleme nicht. Der Komplex des

Messens muG vielfältiger erschlossen werden.

Zu den psycholoischen Mitteln der Anreizung gehört die

passende Einkleidung der mathematischen Sachverhalte. Sie

ermoglicht Mathematik in der Form von "Geschichten" zu

pr4sentieren, die uns in Osts Fabelreich der Phantasie

entrUcken kOnnen

In den § 1 - 4 werden die ichtigsten Stationen unserer

Problemseguenz besehrieben.Vier Rechteckssorten werden

behandelt:

a) die teilumfangsgleichen TEIUFANEP

b) die umfangsgleiehen UFANIER

c) die inhaltsgleichen AREANER

d) die quermassgleichen DIAGONER

Zu jeder Sorte fipden w r verschiedene Rerstellungs- u

Sortierverfahren (Spionsuche), dabei auch die zentrale

Im Untersohied zu denathan SWIFT verfoLyn wir keine gesellschafts-
kritischen zwecke, wenngleich wir uns ehenfalls gewh3s,or ironischer

Stilelemente bedienen z.B. im Kurzfilm IL: "SoldaL muS jeder .Wer-
den, dessen Bauch kleiner ist els der Generaisbauch". Die sche4e
aufgeklarter PSdagogen, die die gesellsehaftliche Irrelevanz unserer
Farbein monierten, sogar perpetuierung hierarchischer Strukturen als
Absicht unterstellten, Lassen wir ohne Rechtfertigung ilber uns ergehen.

m Bild ist der "Teilumfang" dick gezeichnet.
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Kenn nmetWe kartesische Graphen) . Gesucht sinj der

quermaOkleinste, der ;nhatsgrtifite, der umfangsgroBte

TEIDFAVER und analogo extremale Rechtecke der anderen

Soren. werden in :ler Regel mittels kartesischer

Graphen getianden und mit allen anderen Rechtecken ihrer

Serte verglichen in !nsicht auf jene Eigenschaft, die

sie angeblich extremal besitzen. Wir argumentieren 8hn-

lich wie schon Euklid, nur daB er ausschlieBlich den

langweiligeren Fall der umfangsgleichen Rechtecke be-

hapdelt hat.

FUr unsore Problemsequenz ist die kartesische Darstellung

von Zuordnungen zwischen Groaenbereichen zentral. Der

Lehrer lasse sich nicht abschrecken durch amtliche Vor

urteile (Lehrplane, die so etwas alteren SchUlern vor-

bdhalten wralen).

Die LOsung der Probleme gelingt ohne vprherige systema-

tische Unterweisung in Geometrie. Einige geometrische

Satze praparieren wir bei unserer Arbeit an den Pro-

blemen heraus z. B. Satz vom Lot als kUrzester Ver-

bindung, Satz von der Treppe, Satz yen der Nreistangente,

u.a..Die Problemseguenz diktiert ihre Selektion und laBt

sie beziehungslos nebenelnapder stehen. Wir werden ein

paar bunte Schmetterling 'Aangen und konservieren. 'Lokales

Ordnen" (FREUDENTHAL) hat noch keines Sinn bei so kleiner

Beute. Aber wir werden auf unseren We<,en duk.ch weitere

Problemsequenzen - Papiertalton,Parkette, heronische

MeBkunste, icOsteuschiffahrt, Billard, etc. - nocn viele

junti Schmetterlinge sameln kOnnen, daS !Ach

logisch-systematische AufarbeiL,Ing und Ansatze zur Tueorie-

bildung im Hinblick auf eine Grundlegung der (7aometrie

mOglicherweise lohnen, wenn auch nur fUr weuige unter den

mittlerweile herangereiften SchUlern.

Vielleicht darf noch vermel',:t werden, daB wir nicht die
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Absicht haben, sachkundige Leso- einem Lernzielkata-

log zu langweilen. Eher neigen wir dazu herauszustellen,

was nicht zu den Lernzieien gehört, etwa: Der Schiller

seine ncht wissen, da8 Zuordnungen rechtseindeutige

Teilmengen des kartesischen Produkts zwcier Mengen sind.

1.1 Teia a A

a) Den Einstieg machen wir mit dem Kurzfilik "SPION

IN TEIUFAN". Der Film schildert zuntich5.t die Herstellung

der Rechtecksmannchen. Aus gtacke,.. 'Ahtstacken wer-

den rechteckige Haken gebogen (s. C Die Haken

holen sich nacheinander ihren Batic das genau da-

runter passende Rechteck. Ein Mondg_' schiebt sich

dahinter. Einige TEIUFANER werden so gefertigt. Danach

sieht man eine TEIUPANERversammiung. Ein Kanigsbote mel-

det, da8 sich ein 4ion eingeschlicheu hat. Er hat nicht

denselben Teilumfang (= Hakenlange). In der Zimmerecke

ist ein MaBstab aufgestellt (Vorbereitung des Koordina-

tensystems). Die Mannchen drangein Sich zur Messung in

die Zimmerecke und machen dort einen "PuBstand" auf dem

rechten Fuf) (s. Bild 12)

Mit diesem etwas umstandlicnen Ver-

fahren wird natiirlich der "zu lange"

Spion gefunden.

Die Mannchen stehen noch elle in

der Ecke. Der unverdachtige Kdnigs-

bate entdeckt ein raffiniertes Ver-

fahren zur Spionsuche. Er bemerkt Bild 12

namlich, da8 die rechten Schultern der recht Gemessenen-

auf einer geraden Linie liegen (teiufane Kennlinie s.

Bild 13)

Bild 13
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Der Film hinterläflt ein Problem. Warum ist die te)u-.,

Kennlinie eine Strecke? Wir verwandeln einen schmalen

TEIUFANER in einen breiteren und wiederholen das Ver-

fahren. Die Seitenansicht

niner Treppe entsteht mit

Stufen doppeit so breit

wie hoch. Die Kinder wissen

lIngst, daB man auf eine so

j, iehm8Big gebaute Treppp

ein Brett fest auflegen kann

Em Foliensatz gestattet et-

I.:he solche 1:2 Treppen auf-

einander zu legen. Die Kinder

begreifen: Die teiufane Kenn-

linie ist notwendig gerade.

b) Dann folgt der Kurzfilm TI "MSTNRUNG IN TETUAN"

Der diagonalenkiirzeste TEIUFArt4:R wir gesucht. ibm kommt

das Generalsamt zu.

In Verbindung mit dur teiufanen Rennlinie hilft der Satz

vom Lot els kUrzeSter Strecke den General finden.;"'

Soldat wird, wer einen kleineran Bauch als der Genoral hat.

Die M'isterung macht keine Sehwierigkeiten. Wir nutZen

unsere Kenntnis von der 1:2 Treppe. Die Musterung eines

D4hinter verbirgt sich natnrlich ein Ahnlichkeitssatz, wir sehen
aber keine Veranla-sung an dieser Stel,o tiefer zu bohren und wcr--

m6glich das ganze Fundament der Ahlichkeitsiehre freizulegen. DQn
ausgesprochen ungeometiseh formulierten Satz von der Trepp n-:41men

wir in unsere Argument,ti ionsbasis auf. "Je- den der Geometer

begegnen dir notflts mit i?sychologi.-- mit logischen

Pavimenten .

essung zeigt: Er ist (nahezu) doppett so h(-, ie breit. Zur

Begrandung mOriten wir aber an der -ben genannten Stelle oin gan _s

StOck tiefer bohren.
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TEIUFANERS zelgen die Bilder 5 und16.

Di Id 16

Zwei Leseb gen - einer davon für den eiligen Lehrer

_ Der Kbnig muB nach geschrie enem Gesetz den eller

grOBten Bauch haben (flachengrbAter TEIUFANER). We1ohr7

MaBe hat er?

Der eilige Lehrer iiBt den Mathematikus von TEIUFAN

haupten: Der Kbnig ist doppelt so hreit wie noon.

diese Behauptung?

-.rfahren Ahnlich wie bei der Musterung in b, . Wir

Nirnieichen den angeblichen Kbnig mit irgendeinem "niedri-

61" TZIDFANER. Tinser Treppen-

ge3ut-; r sog1eit2 zur Folge,

daB

I grdBeren Inhait.

hat als das seitlich ubernn-
de Teilrechteck II. Eine analoge

Uberlegung zeigt, daB auch die

"höheren' FANER inhaltskleiner sind.

c2) Der weniger eili9e Lehrer wifld den zweiten Lesehogen

vorziehen. in diesem wird die vorher mit der Kennlinie der

TAIUFANER angerissene Methode der kartesisehen Darstellung
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einer FunIO:ion thematisi rt.

haben bisher 'ab" nicit qebraucht. Eine durchaus reiz-

vo1le Var4ation der Untrric1tsarbeit metiviert zundchst

durch eine Platt2nlegeraufgabe: Ein Rechteck soil

mit moglichst greflen kongruenten Quadraten gepflastert

werden.

Mit "ab" kann dann der Flacheninhalt der TE1UFANER be-

rechnet werden, Die Zuordnung: Breite 4 Inhait wird durch

ein ParabeistUck im kartesischen Koordinatensystem dar-

gestellt. Ergebnis der Zeiehnung: Vermutlich hat das

Rechteck, das doppeit so breit wie hech isL An, pn

teilumfangsgleichen Rechtecken den %nten

(Argumentation wie in cl)

Der teiuf&ne Kanzler soll extremalei Umfang baben.

suchen ihn mittels des kartesischen Graphen der Zu-

ordnung: Breite -Y halber Umfang. Wir brauchen nur die

obere Seite der Rechtecke umzuklappen (s. Bild 18)

Wir sehen: Zu jedem TEIUFANER

gibt es umfangsgrbBere und

-bleinere. Die umfangsgrdBeren

sird "niedriger", die umfangs-

kleincren "hdher". (Diu ex-

emen Randfiguren Lassen wir

in 1.:.iufan n:cht existieren.)

Grund dafOr ist wieder die

1:2 Treppe.

E g_bm

seibst fUh-

n Teiufan muB der KOnig die Regierungsqc C

Wir ktinnen sogar begrUnden, daB der xartesische Graph

Zuordnung: Breite haiber Umfang eine auteigende c.tr,

_e
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. Die "!re panclgenschaft ist leicht erkennbar.

1.2 116a

Genau nach den in 1.1beschriebenen Methoden ergibt sich

schnell die 1:1 Treppeneigenschaft und daraus sogleich

das Quadrat als quermaOkleinstes und inhaltsgröBtes

Rechteck dieser Sorte. Teilumfangsextremaie VFANIER

exiStieren nicht (der kartesische Graph der Zuordrrng:

Breite Teilumfang ist eine fallende Strecke; 1:1

Treppeneigenschaft).

1.3 AkeAneit

a) Im Nachbarland leben die AREANER. Ihre Erzeugung schil-

dert die beigeftlgte kommentierte Bilderfolge. Im er-

richt wird ein verberei-

'teter Foliensatz verwen-

det.

In der Wandecke steht ein

Quadrat, der Stammvate-

der ARiNER. Eine Mealatte

wird an seine rechte Schulter

gelegt - in irgendeiner

Richtung.

Die beiden schraffierten

Dreiecke werden umgc;-ect

und grenzen einen neuen

AREANER ab.

VieLe AREANER werden so erzeugt. Sie werden, well

gleich, als inhaltsgleich erkannt.11)

Odd 19

") Die AAEANER werden mittels einer Variante des jrundl
satzes (Satz vom Erganzongsparalielogramm) erzeugt.

nzung-

enden Gnomon-
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Ganz q_!Infach int die SpionNuche.

h) Anhand der kart(Jsi'.;ehon Graphon ftir die Zuordnung:

Preite 1161n1, Breit(' ^ Inhalt wird dam Quadrat als um-

fon9s- und 4uqleich inhairo9r6ntor BIAGONER vermutL.

Die hournndung otiltzt nich uux don Satz.: DiA, Kennitnien

dor Orwrman-, 140-omm- und Tnhaltouti-n-hon Ileuen mymm,-

tr\:,x vur Winkelhalhierendnn.:,)

In der 7,oichnunq wird dao Quadrat '

miL etrwm "nicdricjorcm" DIAGONNH

drM Untang und dom Inhalt naeh

Wir ein zurn

Quadra( umf%incjsqloichos und oin

inhattE;gleiehos Rechteck z-

Ver9.,!ich horan Ind benutzen

dto Konnlinion als TEWPAN

und APEWIEN.

Zur Arciwnontatlen brauchen

wir die Vrenneigenrsehaft der Geraden q

Kurven K and H. Beztiglich x nennen wir

als klrze,,4tr Verbindung. Hinsichtlich

wiesen werden.

Bad 26

bezUglAch der

den Satz %tom Lot

U kann auf1.3c)ver-

c) Wir suchen den teil'IME-angagrWton DIAGONER (Kanzler).

Wir lansc,n die DTA.,7;ONER FunstNnde auf den rechten FuC machen:

8rI

Ohne Rechnung 18I3t sich damit wieder der kartesische Graph

der Zuordnung: Breite -4 Teilumfang zeichnen.

%) Durch Vertauschen von Breite und HOW kommt man aus keiner dieser
drei Sorten heraus. Bei den TEMFANERN ist das freilich anders.

V9



Vormutlieh

och.

Aber wir f

imenta me,

didgont ich. , Kauzl r doppc lt se hrelt

wieder keine qenagend

schr H('qrilndung.

2 SthL aftitt4 ptab term ( 1 - Teti)

sich eukliasche Para11-.1itet ausdrdckt in der

SaLzgruppo "Winkei an geschnittenen PiraLlc1en und Win-

kelsummen", kann man uceignete und xursaufgaben

der Ka4tensehiffahrt kicine Distanzen - auswdhlen,

die in den konstruktiven Lbsungen enthaltenen geome-

n Tataachen entdecken und formulieren::)zu lassen.

2.1 Eine Ott6.be.6tbmvil z 'e

Von einem Schiff s alas werden

die Leuchtttirme reter (r) und

gelber (g) Sand in den Rich-

tungen N35,5°W bz. N51,2°0

gesenen. Zeiehne die Position

des Schiffes in die Seekarte

Cm (Bild 28 )

6/4

1. LOsung: lialten ilr Fwnschau nach geeigneten Werkzeugen

zur [Awing! Auf Per-ament crden mit dem Winkelmesser von

Wir neigen duzu, die sprachliche Purmulierung von geemetrischen
Sachverhalten nach hinreichend genauer Kenntnis der Details far
wenigor wichtig ZIA haLten, als das gewtihnlich geschieht, ond
ziehen das Geaohtnis entlastende grobe, aber far die AnWendung
ausreichende sprachliche Fassongen vor. Die <prize Satzgruppe
"Winkel an geschnittenen Parallelen" kann in Ged5chtnis so ge-

speichert werden: Winkel_ an Parallelen, die gleich groB ausschaeen.

sind gleich graB. MnemeLechnisch.noch besSer ist die Aufbewahrung
der Inhalte im GedAchtnis durch Bilder0( (Scheitelsinkeisatz);
y(NebenwinkelSatz);7 (Wechselwinkelsatz; der auf den Buehataben
gesetzte Punkt erinnort an die Zentralsymmetrie der Figur).

1 0



s aus drei Strahlen chnet,

diQ die gegebonen %inc1 ein-

schlie8+-n (Bild 29 ) . Per-

(lament wird so auf die Sockarte

gelegt, dan r auf A, g auE C zu

liegen kommt und H qenau nauh

Norden zeigt.

2, Ltisung: Ohne Per Jain'nt ioka11iren wir sogleich eine

Schwierigkeit auf dem Wye der Problemlösung. Die gege-

benen Winkel massen im unbekanoten Punkt s der Seekarte

angetragen werden. Das gelit gewia nicht. Aber vielloicht

kann man sie in den beharutten Punkten r bzw. g geeigact

antragen? Natzt die Frage, kn weiche_ Richtungen s von

r bzw. g aus gesehen wird?

Die alsbald vermutete Betrags-

gleichhekt der Richtungsuinkel

in g und s liefert die Idee zu

einer einfachen LbSung dcr

Aufgabs mit dem Winkelmesser

als Werkzeug. 6fIci 30

Far den Fall "roter Sand" freilich ist noeh ein Toilpro-

blem zu losen: Parallele zu einer NordsUdlinie durch r.

Mit dem Winkelmossor als Werkzeug gerSt man so an den

Saehverhalt, den der Kehtsatz des Wechselwinkelsatzes

ausdrUckt,und nutzt diesen zur Konstruktion.

Unsere 2. Lösung hat 1echse1wirikelsatz und Kehrsatz moti-

Sie werden formuliert, um wieder vergessen zu

0 a) Der "komplexe Einstieg" ist au psychologischen Grandes gewalt

(Neiz als mativ, Entwicklung der Fahigkeit, komplexe Sachverhalte
zu -analysieren). tehrbschschreiber befolgen aus BequeraiLchkeit viel

Lieber das Prinzip der Isolierung der Schwierigkeiten t4nd fertigen
dementsprechend langweilige Sequenzen
b) Der Wechselwinkelsatz kann selbst bei log, 'h systematischer

1 0 I



werden (s. Anmorkunu fiber pric1i 1. l'he FOrMUliClungen!)

2.2 'An& _ sich der Furs oixoij uf ulnor Gcradcn fahron-

den KUsLcnchjffs7 Die Kurswinkol sind Stufonw nkoll

Mehr noch - die Cittorlinien der Seekarto heifen, don

Sachverhalt des Winkelsummonsatzes ins Bliekfold zu

en und auch schon seine Bo9rUnduny zu vorruton.

lasse dazu zwei SPhiffe untor vorschiodonen Kars-

winkeln isW 0 und NB° 0 fahron. Wie kann der Schnitt-

winkol y°der Fahrspuren bwlechnet wordon?

giki 31

(Die Seekarte enthNlt 3chon die parallele Hilfsgerado,

die der Lehrer senst %Tom Himm21 fallen lafit).

Anmerkung: E n hObsche Anwendmn dcu Winkelsum mensatzes haben

wir schon ausgeaht:t (archimedin,.hm Winkoldreiteilung), eine

weitere hennen wir: archimodische Parkette (s-5.115ff).

2.3 BlstancJ Sind die Eintrgungon in die Seekarto allein

aufgrund von Winkelmessungor erfolgt. Das dafUr am besten

goeigneto Wor kzoug ist dor Winkolmesser. Der Problem-

kreis lollte nicht abgeschlcsen worden, ohne da3 much

noch oinige konkrete Probleme golöst werden, die Ent.-

terungsmessungen benotigen und im Zusammenhang mit der

Fortsetzung der Furinote von S.

Orientierung als grundIegender Sct (Axiom) ohne Begrandung hinge-

nommen werden (Aquivalenz mit dem üblichen Playfeirschen ParalLelen-

axiom; UnabNingigkeit von den Axiomen der ahsoluten Geometric). Der

Kehrsatz hingegen ist ein Satz der absoLuten Geometric, d.h. ohne cm

Parallelenaxiom beweisbar. tn der rchule wird man solche Grundlagen-

probleme'ausklammern mussen. Fur den unwahrseheinlichen Fall, da ein
Bewc,isbedUrfnis besteht, well man etwa Ober gewisse Halbdrehungen be-

tretfende Kenntnisse verfagt, kann der Zusammenhang leieht hergestellt

werden, denn die Zentralsymmetrie der 2-Form in Bild 3Oist auffallig.
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Para1e1itdt Eiqer lsehafton von Iiri I h' I ograiirnien egt(h04n

und zur LdurIg nutcn Lassen. Wir fahren hior nur elm

Deispiel 1U8 und vorweisen im ilbrigon auf den Problem-

kris "Sehitfahrtsprobleme (2. Teil)".

Ein Schiff fahrt 6,5 r mit Kurs N55 ?'n{angs wir1 der

Louchtturm rotor Sand in Richtun,j naQh .Aundo

in Richtung N120W gesehen zeichnc die Fahrspur dos Schiffes

in die Sook-rte cm.

1. Liisung: ahnlich wie ln der 1. Vol iou fjobe mit Porgament

durch "Einpassen". Die

Zoichnung auf dem Porga-

ment zeigt Dild 32.

Bil(432

2. Lösung: Parallelogrammkonstruktion (gloiche Liiigc der

Parallolsei s, Bild 33.

51.Id35

(AlLon Ge-Wu iIhQ.LLUfl rage d, wird dni L.cser wEIhrsrheinI ich zuers

ck rss' kongru

enten HL1f5dreiocks aus 2 Winkeln und dor cm chlossenon Seite;

&inn ArgenObertragung. Konstruktionon diesor Art worden im nachsten

Problemkreis hohandelt.)

eine 3. Lbsung len: Kontrukt

2.3 In diner weiteren Peilaufgabe geht es darum, den

Schiffsort in die Seekarte einzutragen Eir den Fall,

da5 zwei bekannte Punkte (r und g) angepeilt werden

können, aber die NordsUdlinie nicht feststellbar ist

(Kompa3 kaputt, keine HimmelskOrper siehtbar). NatUrl ch

hat man einen Geschwindigkeitsmesser an Bord, fAhrt e ne

qemessene Zeit. mt konstanter Geschwindigkeit mit Kurs
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auf r, miAt. bzw. iricIinrt die in Bild 330

neten Gr813en.

1 LOunq : mIt Pergam nt als

Workzeug. Die Sehiffs( s

bzw. s' sind sohnell zu findon.

2, i sung: mil. Zirkel un-

neal", auf dem d.(

Strocke Iss'l vermerkt ist

(s. fluid 331,). Weitergehende

Kenntnisse aus der Geometric

sInd hier erforderlich (aus

der Satzgruppe der Kreiswinkel-

stitze)

3. Lbsung: mit Zirkel und

Lineal. Der Loser findet eine

Lbsung nach dem Ublichen Re-

zept: erst ein passendes Tell-

dreleck 4tgemimo auf der Seckarte

in z tic h-

zu konstruieren. Zum Schlu6 mu8 die Figur aber an den

riontigen Platz in der Seekarte gebraent werden.

Ein Vergleich der 3 Lbsungen ist instruktiv. Inshesondere

zeigt sich, daB man die Aufgabe nahezu ohne Kenntnisse

aus dor Geometric Ibsen kann, falls Pergament zur Lbsunq

verwendet wird.

Latdmei3- be one und Kmg

Vor dem Problemkreis 'Schiffahrtsprobleme (2. Pei '

sollte ein Stilek "heronischer MeAkunst" behandelt werden,

weil die vornehmlich Dreieckskongruenzen nutzenden Ver-

fahren dort und im weiteren oft mit Vorteil Verwendung

finden, auch weil die KengruenzsNtze eine haufig Mitume

I
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und 115 liowir!1 sprovwdu (21=1116(

Airmen mit Problomon de nq unzu( nglicher

Strecken und Winkel (Hindornisaufg Unsere Lbsunc

zeigen die besondere Rolte kongruentor und boi mallstab-

licher Zeichnung dbnlicher':)Dreleoko. /,ur LOSuny vowisser

rntdmorsproblemo tnii ein Vorlobr n zur Horst.Atung

kongruentor Pro. [lindn werdon I in zu eineW Prot-

ock kongruentes wird joLzL drol geeignoton SOcken

(Streckcin, Winkel) di rckt zusammengebaut ohne explizite

Angabe einer K-Abbildung. Horausprhpariert wird vin

StOck Theorie mit den Kongruenzstitzon für Dreiecke als

Eurn,

3.1 Scltcouu ttHhlUJl(

Lösung im Geldndo:

Drehung des vertikalen Droi-

eeks um al) in clic Horizon-

talebene. (Der Schornstoin

[bel wird umgelegt gedacht).

Der Winkel cab und der

rechte Winkel sind zu

Obertragen. Die "Stand-

strecke" tab] bleibt.

[bc1 kann nun leicht mit

dem MeBband vermessen werden. Wagon 11 c1=11bo, h t man

die gesuchte Schornsteinhöhe gefunden.

0 Die dabei verwendeten hnlichkeitsabbildungen mOsson on dies

Stetto nicht analysiert werden. Die SchOler sind darao qe-
wohnt, Zeichnungen von dor Tafel mit verAndertem MaAutO ins

Heft Obertragen.
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I Ho tO LPVIUNe SVar)

Am lifer gtehend zioht moo don Hut som, it ins clesicht,

his seln Krempenrand mit dem g dl horliogendon (3fer

zur Doekung kommt. Danach macht man Ono Schwenkung mn
_o

90 , morkt sich die Stolle am h fter cU' der Krempenrand

jelv. anzo =,und sehrollot die trit Irrruuincj dlenr

Stc1 ic ab. Say iel Schritto ist much der Flui3 broil.

A.3 1 el) ars

Wie lang thcl?

LOsung: durch Spiaqeluuig an dor Achse

Houm um 1800 um die Drehachse oh) : libef

lutch Hallidrehung (in dor lThcriu) um a:

NatUrlich qibt es weito

Winkelspiegel lassen sich

rechte Winkel im Cleland° ahst

oin

on.

Die nebenstehende ReehtockslOsung

liegt nahe: libel iladi (Ver-

schiehung)

Drchuncj im

1 11)(7::1

1 I hel m 1 f

giro, 35

sungen. dem

3.4 Die Beispiele .1 worden zweckmaaig durch

Bild 36

ssu gen
m GelAnde erledigt. Dahei hat man unzuggncalche Strecken

dureh explizit angegehene K-Abhildungen in fOr Messungen

106



93

hequeme Lagen gehrockt. Die K-Abhildungon werdon jodoch

nioht nach ihror Definition durchgefahrt Wegon der Hinder-

nisso. StaLLdessen oktzt man ein neues Rorstellungsver-

fahren far kongruonto Droiocke (ZusamPokboo aus geeigneLen

drel StUokon an gewanschter Stellep wogen dos Winkelounmen-

satzes far broleeko gibt os our vier MOgLichkeiton: sss;

sww; 5ws; 5sw).

Noch deutlicher zeigen folgenden Heispiele die Post-

legung von Nhnlichkeitsabbildungen durch Vroleele.e. Wir

provozieren jetzt (ma5stAbliches) Zeionnon tm Heft. Dann

wird moist keine rechte Mdglichkeit govpohon, die Ahhil-

dung des Ilaumcs auf dio recht willkarItch gewdblte Zci-

chenebenc explizit anzugebon. Man verapart auoh koin Be-

dUrfnis, diosbe7a9licbo Uberlegungen OrnmOtollen0 well

die Festlogung - r Ahnlichkeitsabhildung dprch ein Drei-

eck geschchen kann, das in der Zeichelebon-E1 zusammenge-

haut wird. An die Kongruenzsatze far OreitIcke ger8t man

so zwangslNufig durch Losen gewisser rOdmossprobleme.

Deutlich erkannt wird auch ihr Charaktr al* (wiehtige)

Existerusatze. Sin sac-30n namlich aust flat !Mari zu einem

Dreieck ein anderes aus drei entsprechend yleichgroOen

Stackon zosammengehaut, dann exi,Wmt mtndestens eine K-

Abhildung, die das eine Dreieck aul dos airodere abbildet.

FUr den Fall nichtglelefischenkliger DroleC-kw folgt noch,

die vormittelnde K-Abbildung ist durch dtc,, Dreteeke so-

gar c4iideti.647 festgelegt.

.3.5 flarLsemsche Au6gab.!.

Fie kann man boispielsweise

die Entfernung zweier Kireh-

tame ki, k2 bestimmen,

ohne die StraBe S zu ver-

lassen?

(Vermessen wer en die Stand-

1.07
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strocko auf S und 1[i r mi-k 2rti:rn Wink 1

enniessum (ni t

of Ito I die Spitze

d dor Insol untor dom

Fontland?

Zoichno mit. don

e -

i 1 )

3 5°

100 m

manon:

3.7 Ratan( 3' ictee e,

11 ch 1 - 1 1 he'' 1

(eventuell ohne tabsnderun

3.6 Woitero irermessungsaufgaben (vor alien Poilaufgaben)

findet man in den ehrbacherri unter der kapitolftersehrift

"Trigonometri Land- und Seekarten sollten genutzt wcr-

den. Ein Ausfigg in die Geometric auf der KugeloberflMche

bringt viel Einsicht in diQ besondoren Verhathisse der

euklidischen Ebene durch vergLeicbendc Betrachtung (LNngen-

messungi Richtungsangaben, permanente Eursanderung bei

FlUgen auf kUrzestem Wog, noun YongruenzeNtze, Ahalten-

keit 6E- Hongruenz,
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3.9 Men Aus liige in die Geschichte der Mathematik haber
ihre Reize. Wir wahlen als Beisriel den urn 530 w.d. Oeit-
reohnung unter 1,elykrates durchgefthrten lunmetbait 416 Samoa.

Der Tunnel ist von beiden E rtden
uad b her voranzutreiben. In

welchen Riehtungen von c und b
aus7n1
Die Zeichnung zeigt die hieto-
rische "Ingenieurldeung". Der
Berg wird von einein r echtwinic
ligen Strecken'zug VO11 b nach
umfa3t. Aus dieeern strecken-
zug werden die gettietenlangen
des DreLecics abe ermittelt.
Mai3GtThllche Zeiennung lie-
fere. die Lobsung der Aufgaba.

11. schitilial obLeme (2. Tei

a

kr

&id 40

otsfahrt auf einem Strom, Spaziergang auf einem Schiff
etc. - des sind die origindren physikaliachen Problem,
deren Lbsung in den einfachsten Fallen (konstante Ge-
schwindigkeit nach Betrag und Plchtung) Parallelogram-
gitter Lind Schiebungen des Gitters auaniftzen unid die
grundlegenden Xnnlietikeitsphanornene ins Blickfeld rticken.
Wir bringen einige Aufgaben nit ihren Lisungn, in denen
des phys ikaliscrie Onabhangig ketts- urd flelat ivi teprin-
zip ftlr Bewegungen Verwendung findet

FaltentiaMt

Wie eteuert man eine Phre zur 1n1ugeate11e am geganther-

:;) uinAchst wird man Alla punkta ct tD, u, v, w, x, y, z out gLtchor
Oho annehmen. Die dreidimensiona Io %feral -moinerung 1tgt Auf
der Vand.

109



1_ genden luBufer?

Da ist eine ganz ofteno Problemsteliuncj. Die Schiller

Massen Behvierigkeiton sehen, des Problem durch "ver-

nanftige" Bedingongen a11m3h1ich eingrenzen, bey= Uber-

haapt eine hinreichend einfache Ldsung erwartet worden

kann. Diego Arbeitsphase selite der Lehrer den Schtilern

nicht vorenthalten,

Hier hat man viele Schwi keiten: den ortsabhtingigen

Abtrieb, die mdglicbe Variation der FhhrengeSchwindig-

keit naCh Betrag and Richtang, das tatsbichliche Mandy-

rieren in der Nhhe der Anlagestello etc.

Sehliealich hat man Bich ojne Aufgabo mit oiniger Aus-

sicht auf Ldsung zurechtgemacht.

FluObreite b 500 m
m

Abtrieb Vh 100 -min
(Uberalt auf dem Fla0)

Fahrt in Vorgegehener Richtung .(K0irswinkele ) mit kenstanter

Eigengesthwindigkeit vEr. 250 InTri

(wenn aueh die F8hre so tatOchlich nicht flihrt1")

We erreieht die Fahre des gegenUberliegendo Ufer?

Zur Lbsung mu0 d e kontinuierliche Bewagung zerhackt war-

den, Nur "Squidistante" Zoitpunkte worden horausgegriffen.

Der Fhhrenweg ear dam FluS resultiort taiS zwei nachoin-

ander ausgefahrten Sowegungen: Fahrt bei ruhendem Wasser:

danach Kerrektur: Abtrieb bel ruhendom Schiff,

Die Kongruanz der Dreiucke ist Grand dafUr, daa die

Suit/ere:1de Bahn geradlinig lot (Vor(einorUngen dos Gittors

20 "Roseate" (oraxisnahern) Amfgah-n werden tipster in ameS der Ama-
lyols zugoordneten ProhlemArois prazisiort and gc1et wcdon massen,

Freilich, NShertingslesungon z. B. for den PALl ortsahhnqLgnn Ab-

trieba sind aucti schen en dieser Stolle leioht u finden mit dor

()ben explizierten Methode.
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beachtenW)

Deshalb brauebt man nur das

Dreieck ars (oder das Pa-

rallelogram arst) zu

zeichnen und findet dainit die

Fahrapur der Fahre. tt
811d41

Vunmehr sind Vai11e1ogrininkoiistrukt1onen auch EU' Va-

riationen der Aufgahe leicht zu finden, z. B. gegeben

a, lo,vA , a;gesucht vE )

4.2 Ein6angen in haAzeh

Bin Motorboot M sell ein im FILO tretbendos Ruderboot R

abfangen.

Wir grenzen hier sogleich ein.

f gerader Bann nit Vollgas fah e (200 nin

Der .btrieb betx3gt 60 On.

Weitere Daten bringt des Bild

(a. Ort von M vor Abfahrti

b Ort von R bei Abfahrt von M)

Zur Ldsungs Obne Strmung fUhre

M geradewegs von a Ilea b. Diese

Bahn ist wegem des Abtriebs zu

korrigieren (s. Bild 43).

(KollisiOn der beiden Boote in t).

?

300,n

494 442

S110,43

0) Unser(' Fahronfahrt hat uns damit suf else Idoe gebrncht, die
bokannton 8041ot von AhnliohkeitssAtzen flux Droisoko im
kommensurablen Fall zugrundeliegt. Im Obrigon erinnern wir unS

an den Satz voa dor Trnppe is Problemkreis "extressle Rochtecke".

1 1
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Fragen hinterher - die Schtiler sollten te st len!

a) M will mit Schnikentempo Eahren. Kann dann R einge-

tangen werden?

b) Offenbar htte M R aUf kUrzerem Weg einfanq n ICOnnen,

wenn es nach U gefahren wSre und dort gewartet hatte

(Einfangen in VingelteA Zeit; Bild 44). Wie muB die

Eigengeschwindigkeit von M ge-

wAhlt werden, um R in kUrzester

Zeit auf kUrz stem Weg einzU-

Eangen?

Die Lbsung benutzt wleder die

Zusammensetzung zweier Bewe-

gungen (Parallelogrammregel -

Bild 44)

c) Man schreibt M die Fahrspur

vor, nicht aber den Betrag der

Eigengeschwindigkeit. Welche

Fragen ergeben sich?

Wir merken wonigstens hech an, dal! die V__ cncle ung der

Ausgangsdaten zu Fregen der Existenz von lAsungen hrt.

4.3 Sch au 6

Wir wechseln die Szenerle, begeben uns aufd offene Meer

und beginnen mit einer besonders einfachen Aufgabe

a) In Bild 45 sind die Fahrspuren

zweier Schiffe, ihre Anfangsposi-

tionen el, a2 und di .hwindig-

keityl all;1 des 1. Schiffee elege-

tragen. Gesucht ist I v so, dal!
2

112
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die beiden Schiffe in Z zusammenstoBen. Lösung: Nach

vorheriger (hilfreicher) Eingabelungslösung (s. S. 72)

wird eine °exakte" Lösung gesehen.

(Bild 46 ).

Wiederum ist ein Ahn1ichkei S-

sachverhalt (Strahlensatz)

erfaBt und zugleich die Idee

zu einer m6glichen BegrUndung

mit Hilfe kongruenter Drei-

ecke (im kommensurablen Fall)

b) Wir varLieren d e Aufgabe (s. Bild

Gegeben sind jetzt die Anfan s-

ppsitionen und die Geschwindig-

keit vi und Iv 21. Gesucht ist

der Kollisonskurs des 2. Sohif es,

das auf einer Geraden fahren soil. di/d9

47).

Eine einfache Parailelograminkonstruktion 18st die ge-

gebene Aufgabe. Wir dUrfen das dem Leser Uberlassen

nach Hinweis auf 4.2 und 4.4.

Viel chierLger 1st die elementarotriscie Ltls n_ des folgenden

Problems, das wir dem Loser zu Lasungcversuchen of e eren:

Ein Schiff S
1
fAhrt mit dem Betrag nach konstanter Geschwindig-

keii v auf einem Kreis um ein niCht in seinen Mittelpunkt ruhen-

des Schiff s2. S2 will si torpedieren. Der Betrag der Torpedoge-

schwindigkeit lv TI ist bekannt. In welche Richtung muB geschossen

werden?

4.4 Eine a &tem gabe

Zwei Schiffe fahren mit den

konstanten Geschwindigkeiten

vi bzw. 172. Bekannt sind

such ihre Anfangspesitionen
Bild 48)

1i3
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Warm haben die Schiffe 1e1rsten Abstand voneinan e

Eine eleganta Lösung riiltzt die RelativitMt der Bewegung

entscheidend aus.

Das Problem wird zerOchst spezia11siert):S1 ruht, nur

S
2
fdhrt. Die Lbsung kst in diesem Pall trivial. Im

Punkte b Lotkonstruktion)

ist die Distant dex beiden

Schiffe minimal (Slid 49).

Allgemeine Lösung:

Die von der Zeit abhAngige

Distanz der beiden andert

sich nicht, wenn die ganze Ebene einer Translation unter-

worfen wird. Diese Translation wird so eingerichtet, dee

,S
1

seinen Ort a
1

nicht verdndert. Die resultierende Bahn

far- S- ergibt sich dann aus dem Geschwindigkeitspara11elo-
2

gramm (Bild 50). Die Let-

konstruktion aus dem Spa-

zialfall wird jetzt anwend-

bar und liefert den Punkt

b. Dann wird das in Dild

schraffierte Paralleldlramm

gezeichnet. In seinen Eok-

punkten e und d haben die

beiden Schiffe minimale

Distanz. Das ist der Fall
l(ca )

mach 2 Zeiteithten.

al

Bill 50

:0 Beim Prntilemlerson httraftg anzuwondende Methodel erst LCsunq ein

SpezialfAlle, dann Versuch,die speziellen 14sungsverfahren
auszunutZen ru einer algomeinen Wsung.



5. Kaeatdpubeeme'und tam ((lege

Eitzeugung deft KonlywenzaWadangen duAch Vetketten von Weg en

Ein MaApteb em

Das folgende Enstiegsprcb1em ist zwar wenig prakt sch,

aber Uberaus reizvoll. Die Arbeit an ihm kommt den spA-

teren Treffproblemen bein Billardspiel sehr zugute. Ihre

Lesungen-brauchen dann nicht mehr vom Himmel zu fallen.

8ild51zeigt einen rechteckigen

Billardtisch mit den MaBen

5 und 7 Langeneinheiten. In

den Ecken II, III und IV be-

finden sich Lecher. Die alas

der Ecke I eingeschossene

Kugel verlaBt den Tisch nach

9 Reflexionen an den Hamden

in der Ecke II.

Aufgabe: Zeichne die Bann der

Kugel auf einem Tisch mit m

und n Langeneinheiten und der

EinschuBhöhe h Langeneinheiten

(m, n, heti; n<JTIF 11.. n)

Verschwindet die Kugel wieder

in einem Loch? Anzahl der

Reflexienen an den Banden?

Die Aufgabe wird mit bestimmten natUrlichen Zahlen in

Gruppenarbeit gelöst. Die einzelnen Gruppen erhalten Ar-

beitskarten mit Arbeitsanwalsungen.20.

Danach werden die Ergebnisse der Gruppen gesarrunelt. In

g) wir zeichnen auf karie
und machen damit auch

Papier, ersparen uns Winkelmessungen
n ersten Schritt auf die Läsung zu,
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allen FAllen wird beohachtet:

a) die Bahn der Kugel erzeugt stets ein Rautenmuster

auf dem Tisch (am Rande Halbrauten),

b) die Kugel verschwindet stets in einer von der Ecke

verschiedenen Ecke.

(Warum nie in Ecke 17)

Ferner erhalten wlr eine Zuordnungstafel für drei Funk-

tionen L, B, A der drei Variablen m, n, h.

TischlAnge

n Einheiten

Tischbreite
m Einheiten

Einschudh8he
h Einheiten

Anzah1 der
Reflexionen
an LAngs-
seiten

(n -,h)

Anzahl der
Reflexionen
an Breit-
seiten
B(n m h)_ , ,

AUstr1 _ -
ecke
A(n,m,h)

5 3 2 4 1 II

12 9 5 11 4 IV

12 9 B 2 1 II

. .
.

(Der Leser mag sich selbst genUgend umfangreiche zu

Vermutungen provozierende Tafel herstellen!)

Vermutungen aufgrund der tabellierten Ergebnisse:

c) Keine der drei Funktionen hSngt von der Tischhreite ab.

FUr teilerfremde Zahlen n und h gilt:

d) 1,(n,h) n-1

11(1,h) h-1

e) 1.(n,h) und M(n,h) sind nie zugleich ungerade Zahlen.

A wird durch die

B(n,h)

gerade

ungerade

tetafel beschrieben

e ade unerade

III

Iv

g) Allgemein gilt Auch fUr nichtnotwendig teilerfremde

Zahlen n und

l(n/h) = ---n (nth) = - 1

ggT(n,h) ggT(n,h)

Anmerkungen zum Nacflweis der Vermutungen:
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zu a) Eine abbildungsgeometrische Argumentation verwen-

det folgende Satze: Die Verkettung zweier Spiegelungen

an peralielen (senkrechten) Geraden erzeugt eine Verschie-

bung (Halbdrehung)." Verschiebungen und Halbdrehungen

UberfUhren Geraden in parallele Bildgeraden. Die ent-

sprechende euklidisehe Argumentation stiltzt sich auf

Satze fiber Winkel an geschnittenen Parallelen.

zu b) In der Ecke I kbnnte der Bail nur verschwinden, wenn

er nach irgendeiner Reflexion seine Bahn rUckwarts durch-

liefe. (Warum tritt das aber nie ein?)

zu c) Man Uberlege sich die Wirkung einer Dehnung des

Tisches in Richtung der Bre_ t eite!

zu d) bis g) Bild 53zeigt (in jedem Palle)t ein Maever-

gleich zwischen der EinschuBhbhe und der Tischlange ist

SchlUssel zum Verstandnis. Gesucht 1st das kgV(n,h). Da-

mit ist nenenbei noch ein

origineller Algorithmus zur Be-

stimmung des kgV zweier Zahlen gefunden:

12

3

12

15 Aus der Rechnung folgt:

- 9 4-9 = 312 = kgV(9,12)

6 bei der Rechnung auf-

4- 12 tretende kle nste von Null

18 verschjedene Rest ist der

- 9 ggT der beiden Zahlen; hier

9 ggT (9,12) = 3)

0

oild 53sehen jetzt u e bar:

(L(n,h)+1) h kgV(n,h)

Aber - die Auswertung dnr Wertetafel brachte die Vermutung:

(2) 1.(n,h) =
n

1

ggT(n,h)
So geraten wir an den hUbschen (und wicfltigen) zahlentheore-
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tisohen Satz:

(3) kgV(neh) ggT(n,h) n.h (fUr elle n, h N)

Stimmt dieser Satz, dann ist unsere Vermutung bezUglich

der Funktion L abgesichert. Aber welche GrUnde können

wir fUr das Gelten dieses zahlentheoretischen Satzes

vorbringen?

Anmerkung:

a) Der kundige Leser wird wissen, da5 er damit dem Teufel den

Kleinen Finger reiCht - oder er wird sich mit einer "Billardbe-

grandeng" begnUgen. Weil bei vorgegebener TischlAnge und Einschu5-

hdhe die AnZahl der Reflexionen an den Banden nicht von der LAngen-

einheit abhAngt, mit der die TischlAnge und Einschu5hOhe ganZZahlig

anzugeben sind, gilt:

(4) L(Z.n, Z.h) L(n,h) fOr alle Z, n, ht N

Der T or 5berlege selbst, Wie diese offensichtliche Invar1anzelgen -

schaft von L zur BegrOndung von (3) verwendet werden kannl

b) pie Billardaufgabe ist vOrzOcIlich zum Einstieg in einen den Maa-

vergleichen gewidmeten Problemkrets verwendbar. Ein Maprobleme be-

treffender Aufsatz des Verfassers erscheint demnAchst in dem MU-

Heft: Problemorientierter Unterricht I (xlett-veriag)

5.2 Sto obteme Tizehen)

Die Kugel im Punkte p soli die Kugel in q nach Reflexion

an gewissen vorgeschriebenen

Sanden (zentral) treffen.

Die Lasung des einfachsten

Stoeproblems hat schon 5.1

Verbereitet

Der Zielpunkt ist gSA (der

Bildpunkt von g bei Spiege-

lung an der Geraden A).

118
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Die stoBende Kugel soll erst an de- Sande A, dann an

der parallelen Sande B reflektiert werden und dAnach

treffen. Die-Losung ist aus der folgenden Zeichlung

zu entnehmen.

MiSs

S_S bezeichnet die Verkettung (das NacheinanderaLlsf ren)
-s A
der Spiegelungen SB und danach SA. Zielpunkt 1st jetz

gS0A.10

Variation der Lege der zu stoBenden Kugel (g) la Bt die

Schiller vermuten: Der Zielpunkt Kann erheblich thfacher

gefunden werden. Von q aus ist ein Pfeil zu zeiCh n:

senkrecht zu A, doppelt so iang wie die TischeVeite mit

Richtung auf A hin. Die Spitze des Pfeils weist 4pf den

Zielpunkt. Das sind aber die elne Verschiebung kenn-

zeichnenden Eigenschaften.

Auch im Palle, daB die Kugel in p nacheinender 4n z

benachbarten Banden reflektiert werden soil, bewor 81,0

auf die Kugel in q trifft, larit sich der Zielponkt SChnel-

Se 'ASAler fin en.

Es gilt namlich: ciScSA = gHe

(Zielpunkt ist der Bildpunkt

von q nach Halbdrehung um die

Ecke e; He bezeichnet die Hallo=

drehung)

edd56

Wer 1bar mit der Verkettung SASS arbeiten mOchte, we1 zuerkt an

der Bande A reflektiert werden sell, kann die "Umkahrbatkeit des

Lichtweges" ausnutzen.

1 9
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(Beim Billardepiel auf einem Dreieckstisch gerät man so

an die Verkettung zweier Spiegelungen an zwei sich schnei-

denden Achsen zu einer Drehung um den Schnittpunkt der

Achsen.)

GleitspiegelungedOergebensich auf naturliche Weise, wenn

Reflexionen an zwei paralielen Banden und danach an einer

dazu senkrechten Bande vorgeschrieben werden.

5.3 Tulip

Verkettete Sp _ elungen wenden wlr an zur Ermittlung der

Treffbereiche bei Reflexion an vorgeschriebenen Banden

und fester Lage der stoBenden Kugel

Beispiel: Die Kugel in p soil nacheinander an A, B und C

ref 1ektert werden und danach die voieite Kugel treffen.

In der folgenden Zeichnung iSt der Treffbereich schraffiert

gezeichnet. In ihm mug sich die zu treffende Kugel auf-

halten.

e 6

A

5.4 A ng zLm ThenZe deft K-Abbitdangen

Die reizvolleron Aufgaben aus des Problemkreis RLU.irci fehlen racch.

Wir kOnnen abor hier einen Einschnitt mown 'und ein crates Stack

"Thcorie der K-Abbildungen" sus unseren Billard- und FeldmaprobLemen

10 Die Verkettung einer Schiebung mit ciner Spiegelung an
Schiebungspfeil parallelen Achse ist p

spiegelung.

1 2 0

Definition eine GJeit
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und ihren Lasungen herausprapar berblick aber

unsere bisherigen Kenntntsse aus dem Themenkr0.1 UKongruenz" zu

gewinnen, verallgemeinern, systematisieren, definkOren, lenken

unseren Slick auf BegrOndungszusammenhAnge. interes-

sieren uns aber Ausweitungen des Problemkreise du mehr.

5.5 PeodiArih e Batmen (a te1zgem TLUil)

Wir unterscheiden rUcklaufende und rundla0 ende perio-

dische Bahnen. (In den Ecken des Ttc rd die dort

ankommende Kugel verschluckt.) RUcklautemte Bahnen sind

beim Rechteckstisch Trivialfälle (s. Mid 58),

pie einfachste rundlaufende '4ahn ergibt. sh bel Ein-

schuB parallel zu einer Dischdiagonalen (0, gild 59).

(Warum?)

geben eine weitere rundlaufe e BA ( a1Tt onstruk-

tion) an.

(Symmetrieachse des

Rechtecks)

Odal60

Wie findet man weitere rundlaufende SlAhnen, mit p als An-

fangspunkt?
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5.6 Fea4ah 8akn n lau hthLn Ti.4ch

sen auf einiqe N5q1chktten hin.

5.6.1 Lketiec tizehe

(Nun werden nicht nur Halbdrehungen und Schiebungen *lurch

Verketten zweier Spiegelurgen erzeugt, senderr auch an-

dere Drehungen.) Micklaufende Bahnen bei gleichscherik-

ligen Dreiecken geben insbescndere zu det folgender Fra-

gen Anla8;

a) Wie gro6 mai der Basiswinkel eines gleichschenkligen

Dreiecks sein, demit eine .serkrechte von der Basis abge-

schossene Kugel nach n-maliger Bandenspiegelung serk-

recht auf einen Schenkel trifft?

b) Wie gro3 mu6 der Basiswinkel eines gichschenkligen

Dreiecks sein, damit eine serkrecht von der Basis abge-

schossene Kugel nach n-maliger Bandenspiegelung parallel

zur Basis verlAuft?

c) In welcher Beziehung mdssen Baskswinkel und Abscnue-

winkel stehen, damit nach n-maliger Bandenspiegelung an

den Schenkeln, die Kugel senkrecht auf einer Schenkel

trifft?

n-1 Ion° a. 2n-1

2n-1 n 2n

617d 67

6 r: (2n-1) (90-
o

SchieSt man beim g1e1cheltgen Dreieck parallel zu einer

I 2
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Sande ein, so entsteht ein rundlaufender Weg. Eine

Scherung (parallele Geraden gehen dahei in parallele

fiber) bringt daraus einen eigentUmlichen (affinen)

Sachverhalt - den SchVe1timg6,5atz von Thoften ans Licht:

Bewegt man sich in einem (beliebigen) Dreieck parallel

zu den Drelocknnoitcn, oo entsteht ('in geschlossener

Weg.

5 . 6 . 2 Nicht/Led kige) Viefteck6 che

Die Frage nach Viereckstischen, in donen cinfache rund-

laufende Wege existieren, fUhrt uns Uberraschesd zu den

Vierecken mit Umkreis und damit in das Feld der Kreis-

winkelsätze.g)

5.6.3 Ke h nn)

Die rundlaufenden Bahnen ilefern die Sternvlelecke. Die

Problemorientierter Unterricht ist immer in der Gefahr auszuufern.

Dem muB der Lehrer durch Ausgrenzungen begegnen. Das fAllt ihm nicht

schwer, wenn er andersartige Probleme auf Lager hat, die einen
neuen Problemkreis konstituieren. Im schon erwAhnten MU-Heft:

problemorientierter Unterricht II (Klett-Verlag) wird auch ein

Aufsatz aber Kreiswinkelsatze erscheinen.

Schen das einfachste Treffproblem - nach elnmaliger Refiexion -
soll eine Kugel in p die Kugel in q

treffen ist fOr Kreistisehe nicht
so leicht zu Ibsen, sofern man von
Eingabelungen aln tbsung absieht.
(Billardproblem des Arabers Alhazen

um 1000 n.d.Zeitrechhung). Eine nich
triviale LOsung fur gleichweit vom
Mittelpunkt des Kreistisches ent-
fernte Kugeln zeigt Bild 63

1":-3



regelma. gen Vielecke sind d.von

Sonderf8 le. Das let wieder ein

Problem des MaBvergleichs. (Ver-

giniche 5.11 inkommensura -

tUts-, Rekritizierungs- und

kel-Lineal-KreisLeilungstragen

sind spater in eigenen Problem-

kreisen zu rledigen.)

5.7 Extum Wege (au6 den Spuken Famat5)

wid 64

Beim Billardspiel batten wir bislang die Winkelbedingung

fUr die Reflexion an einer Bande im Auge. Jetzt werden

extremale Wege gesucht und der Zusammenhang mit Spiege-

Iungen hergestellt (Fermat). Das gibt eine schöne Problem-

kette.

5.7.1 Wir beginnen mit dem Ftugpfatzpkobfem.

Ein Flugplatz f soil zwischen den

vier StSdten a, b, c, d so plaziert

werden, daB din vier zum Flugplatz

fUhrenden StraBen zusammen mog-

iichst kurz werden. Im gezeichne-

ten Fall") 1st f offenbar schlecht

gewShlt. Der Schnittpunkt der

Geraden ac und bd liefert das

kUrzeste StraBennetz. Man holt

aus diesem Problem die wichtige

Dreiecksungleichung heraus:

lExyl 1[1,z) g l(xzl.

5.7.2 Danach stellen wir das Feu eiftoobtem.

Weiche anderen F11e und Lionungen gibt es?

dS
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In dor Mahle m brennt es. Die

Feuerwehr mu() yam SpriLzenhaus

h querfeldein zum Bach B fahren,

dann zur MUhie. Kannat Du

den eingezeichneten Fahrweg

verkleinern?

Die Idee, daB hier ein "halbcs"

FlugplatzprobleM vorliegt, lie-

fort far einen geraden Bach(far

einen krummlinigen Bach mind neue

Uberlegungen nötig)- sogleich

die bekannte Spicgelungs-

lösung.

Zugleich ist damit eine Spiege-

lungskonstruktion far die Ellipsen-

tangente.in einem vorgegebenen

Ellipsenpunkt gegsben.)

917d 6?

Die Tangente B durch den Berahrungspunkt p - sie entspricht

dem Bach in der vorigen Aufgabe ist die nicht durch die

Strecke tf f_l gehende Winkelhalbierende der Geraden f p____ _

1

und f-p. Far alle von p verschiedenen Punkte z auf B gilt:
2

[fl z II zf2 l I flp 1 (pf2l

ist demnach kein Ellipsenpunkt.")

Bad 66

:4)Die Ell pse ist wie Oblich nach Gartnerart definiert: Zwei
Pflocke sind in f und f

2
eingerammt. An ihnen ist ein Faden

1

der Lange s (s51(f1f2] angebunden; er wird strammgezogen.

der Knickpunkt beschreibt eine Ellipse. (Das laBt sieh natQr-
lich auch bequem in der Sprache des Billardspiels formulieren).

Bile, 68
Eine analoge Argumentation wird im Fal].e des KreiBes für die

Kreistangente geführt.

kit)
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5.7.3 Danach wird das IntLart,A

angepackt.

Der Indianer will Holz und Wasser

holen und auf kUrzestem Weg zum

Zeit bringen. (Doppeltes Feuer-

wehrprobleml Warum geht er erst

zum Waldrand, dann zum Seeufer?)

1:514 add 63
5.7.4 SchlieBlich prasentieren wir das berUhmteFagmuto-

Pubtem (1775 gestellt)- Einem (spitzwinkligen) Dreieck

ein Dreieck kleinsten Umfangs einzubeschreiben,und schil-

dern einen Entwicklungsgang (Unterrichtsverlauf) der

Lbsung.

a) Wir fangen mit irgende nem ein-

beschriebenen Dreieck uvw an. Wir

haben noch die Lbsung der Feuer-

wehraufgabe im Kopf. Sie liefert

uns ein Verfahren, ein umfang-

kleineres einbeschriebenes Drei-

eck uvw
1

zu finden (das umfang-

kleinste unter alien einbeschrie-

benen Dreiecken mit den festge-

haltenen Ecken u und v aiehe

Bild 70 )

b) Dieses Verkleinerungsverfahren versagt nur bei einem

Dreieck xyz, das als rundlaufende Dreiecksbahn auf dem

Billardtisch abc aufgefaBt werden kann (Winkelbedingung).

Gibt es Uberhaupt so ein Dreieck xyz; gibt es verschie-

dene solche Dreiecke? Die Charakterisierung als rundlau-

fende Dreiecksbahn gibt h8chstens AnlaB zur Konstruktion

fortgesetzter umfangskleinerer Dreiecke (Kette von Nahe-

rungslbsungen). Das befriedigt uns nicht.

tiV Id

Wir versuchen umgekehrt zu einer vorgegebenen rundlaufenden

Dreiecksbahn den passenden Dreieckstisch zu zeichnen. Wir

benutzen dabei die Einfallslote und bemerken, datt sie ziem-



lich genau durch die Ecken des Dreieckstisches gehen

(s. Bild 71 ).

Wir vermuten: Unser Verkleinerungs-

fahren versagt beim MbhenfuS-

punktsdreieck Ind nur bei diesem.

c) Das EbhenfuSpunktsdreieck ist

das einzige einbeschriebene Drei-

eck, zu dem das obige Verfahren

kein umfangkleineres herzustellen

gestattet. Also ist das MbhentuB-

punktsdreieck die Lösung des

Eagnano-Problems. (Schade, daS

die Logik nicht stimmt. Der

Lehrer bietet seinen SchUlern

einen analogen SchluS an: Alle
1 1 1

StammbrUche (T, ...) aufler
1T lassen sich durch Quadrieren

1

verkleinern. Also ist T der

kleinste Stammbruch)

d) Leider ist nicht leicht einzusehen, da0 das Hbhenfue-

punktsdreieck die Winkelbedingung erfUllt. (Vor allem

dann nicht, wenn die KreiswinkelsAtze noch nicht behandelt

sind.) AuBerdem sind wir durch die Uberlegung in c)

irritiert. Wir sind zwar nicht mehr so ahnungslos wie zu

Anfang, sind aber in eine Sackgasse geraten. Vielleicht

sollten wir das Problem von einer anderen Seite her an-

packen? Kann vielleicht die Lbsung des Indianerproblems

einen neuen Zugang eröffnen?

e) Mit z I im Indianerproblem hat man

schen an zwei Ecken des einbeschriebenen

Dreiecks die Winkelbedingunq fUr einen

rundlaufenden Weg erf011t (s. BildT2).

Aus 5.7.3 wissen wir, daS unter alien

einbeschriebenen Dreiecken mit dem

festen Eckpunkt I das nebenstehend

gezeichnete ikl kleinsten Umfang hat.

7

671d Z
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Uberdies hat man den Umfang "ausgestreckt". Die Strecke

[IS
C
iSA -] hat gerade die Lange des Umfangs. Variation

von i auf der Seite [acj liefert verschieden lenge

Strecken [iSciSA]. Wir suchen die kUrzeste unter ihnen.

Wir bemerken unhand einer Zeichnung, da5 l[iSciSA]

gleichsinnig mit l[bil wächst und erkennen den Grund

daffir (wegen der Spieyrelungen sind die Dreiecke iScbiSA

stets gleichschenklig und haben gleiche Winke].

an ihrer Spitze b). Der Rest der Lösung liegt auf der

Hand. Das HöhenfuBpunktsdreieck ist tatsachlich die

(einzige) Losung des Fagnanoproblems.

che und pythagolLñ.Loche Ft4e4enteg toobteme

Vom Fliesenleger ist die Bede, weil alle hier behandel-

ten Probleme mit Pflasterungen der ganzen Ebene oder

Kugelflache oder gewisser Teile davon mit'kongrucnten

regularen Vielecken zu tun haben. In ellen Fallen gibt

die geometrische Problemstellung Anlaø, zahlentheore-

tische Methoden zur LOsung zu entwickeln. Die archlme-

dischen Parkette fUhren auf ganzzahlig zu lösende GIei-

chungen und Ungleichungen (diophantische); pythagor4=

ische MaBprobleme (in neuem Gewande; Din-Papier,

regulares Zehneck) sind Motiv,mittels rekursiver Fol-

gen quadratische Irrationalitaten rational zu approxi-

mieren. FUr die rekursiv definierten Folgen lessen sich

mit den einfachsten Mitteln der linearen Algebra dann

auch explizite Darstellungen finden.N)

In den Umkreis der pythagoraischen MaBprobleme gehören

auch die elementaren euklidischen MaSprobleme "Billard"

und "Bradwardinsche Sternvierecke" (s. Problemkreis 5),

aber auch "Bachets Wage- und Geldwechselprobleme",

"Huygens Zahnradprobleme".

Soiche reizvollen Anwendungen der lineaten Algebra - einfache

Ldsungsidee, keine verwlckelte Rechnung, nichttriviales Er-

gebnis (Binet 1043) - sucht man meist vergeblich.

1 8



6.1 Aitc ethLsch. P ke e

Die platonischen Parkette der Ebene Ubergehen wir. Sie

sind iu langweilig. Drei-, Vier- und Sechsecksparkettie-

rungen sina möglich (und existent), andere sind unmdg-

lich. Interessanter ist schon der Versuch, regelmaBige

ebene Vielecke verschiedener Sorten langs ihrer Kanten

(Seiten) passend zu verheften,.wie z. B. in der tild 73.

Wir beschreiben diese Parkette

und fassen damit den Begriff

"archimedisches Parkett der

Ebene (Kugel)":

a) 2 (oder mehr) Sorten re-

gelmaBiger Vielecke sind zur

lUckenlosen, Uberlappungsfreien

Oberdeckung der Ebene verwendet.

LP) jede Vieleckskante gel-tort zwei

Vielecken an.

(Das hat natti lich Folgen:

Atte Kanten sind gleichlang;

auch die von Vielecken aus

verschiedenen Sorten unter-

scheiden sich nicht in der

Lange; Vielecksecken kdnnen

nur mit anderen Vielecks-

ecken inzidieren, nicht mit

inneren Punkten einer Kanto,

etc.)

c) Alle Felten des Parketts

sind sgleich' im folgenden

prazisen Sinne: jede Eon-

gruenzabbildung (dor Ebene

oder Kugel) , die bloS die

an einer Ecke hangenden

Kanten auf die an einer

anderen Ecke hangenden wir

1 9
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ist elne Deckabbildung des ganzen Netzes.::)

Die Schiller machen LegeObungen mit ausgeschnittenen re-

gularen Vielecken, finden einige archimedische Parkette,

vielleicht ate. Wahrscheinlich gibt es nur wenige 1:lessen,

wenn man ahnliche archimedisehe Parkette nicht unter-

scheidet. '

Das Problem ist schon formuliert!

In seiner lAsung muB man gewi5 die WinkelgröBen der re-

gularen Vielecke benutzen. Das sind Bruchteile des vollen

Winkels, dem wir die Malzahl 1 zuordnen.")

Mit dem Wink1summensatz

hat man soort (s. Bild75)

air den Eckenwinkel eines

regularen n-Ecks die MaB-

zahlt
1 1

W = - (1)

Mae in einer Ecke zusammenstoBenden Vielecke geben einen

vollen Winkel:

1 f. (2 ) wobei f, die Anzahl der n -Ecke_ _ _

angibt, die am gleichen Eek-

punkt im Parkett hangen.

In unserem Parkett (Bild74) hat man: n - 3;
-1

n2 4;
n3 = 6;

= 1

= 2

= 1

In Unterricht kann man mit Evidenz noch lockerer formulieren.
Man hat den Gesprachspartner bei sich und kann fortlaufend korr
gieren, sobeld sich Missverstandnis zeigt.

Von der willkürlich babyloniSchen Einteilung (360Q) hangt unser

Problem naturlich nicht ab. Unsere'Gleichungen enthalten den

Faktor 360 nicht mehr.
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Die dazugehorige Gleichung lautet:

1 (1 -

Das tahlenschema

Schlafli-Symhol:

- -).21-(-- - -).1
4 2 6

verkUrzen wir gleich zum sogenannten

[4 21]
3 1

Zu jedem archimedischen Parkett gehort eine

Gleichung (2)) : n
1

Lösung der

wobei n. und fi nattirliche

Zahlen gind und n 1, 3.

Weil der n --Eckswinkel jedenfalls nicht kleiner ist als

der Dreieckswinkel (s. Gleichung (1)) gilt: wi .

Weil wir wenigstens 2 verschiedene Sorten von Vielecken

verwenden, hat das zur Folge:

3 f, C 5

Nun wird klar,daB unsere Aufgabe, die Losungen der Glei-

chung (2) zu finden, in endlich vielen Schritten erle-

digt werden kann.

Wir unterscheiden 3 Hauptfalle naeh ( fUhren hier aber

nur den Hauptfall 1 ( fi =7 3) aus. Das vorgefUhrte

Lösungsverfahren ist auch in den beiden anderen Haupt-

fallen ohne Modifikation verwendbar.

Im Hauptfall 1

legung der Zahl

f. 3) geht es um die additive Zer-

Sie liefert die Unterfalle, die wir

gleich mit unvellstandigen SchlaflisyMbolen notieren:

r 2

1 2 1

L. 1

ie Frage, ob_auch umgekehrt zu jeder Lasung (is eingeschrankten
ZahlhereiCh) ein archimedisches Parkett existiert, interessiert
uns nicht, weil wir alle'diese Parkette mit unseren ausgesehnit-

tenen Vielecken realisieren werden.

a) Vielleicht von einem Computer, dem wir ein raffiniertes Progra0M
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dabei haben wir

i
a) 1m Fa ler

118

etzt:

i k (4)

wird aus (2):

1 1 1 1

- +
n_

(2+)
n
2 3

Wegen (4) fo gt daraus

1 < 3

2 nl
n

1

Das VerheftungsSchema (Bild 76)

- 1 111-Eck, 1 n2-Eck und

n
3
-Eck stoOen in jedem Eck-

punkt des Parketts zusammen

zeigt: ni 1st gerade.

Also ist nl = 4.

Damit wird aus (2+)

1 1 1

T 72 4--

Wie oben folgt

1 1

4 n2

Unser Verheftungsschema zeigt au A n2 1st gerade.

AlsoiSt-=6n2

Aus (2++ ) wird damit schlienlch:

1 1

-3

Fortsetzung der FanOte vOn 5.117
schreiben. Aber wit bemerken alsbalo, da6 wir gsnag Schiller haben,

um jeden einen "Pall" bearbeiton zu lessen. Die Klasse ist schneller

als der Computer.
b1 Vernunftige Arbei

sorganisation(Gruppenarbeit) ist notwendige vor-

aussetzung zur sswA1 igung so umfangreicher Arbeit is Unterricht, wie

sie hier anfAllt.
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Also ist n
3
= 12

Ergehnis 4

6

_12

119

ist eine LOsung von 2)

Wenn es also Uberhaupt ein a ch irnedisches Parkett der
_ -

Artr1
geben sollte, so

1

L 1
Ucken gebilde

st es aus 4-, 6- und 12-

Wir realisieren diese L ung im

Bild 77

b) Im Fall verlauft die RechnUng analog. Well

aber sowohl nl 3 wie auch n = 4 möglich sind, spaltet

sich dieser Fall noch auf.

Er -bnis' mbgiiche archiMedische Parkette der Ar

-311 [4
1212 8

Realisierungen:

1

2_

Im Palle

1 _:2 1

Ti
2

1

g

d aus (2):

(2+
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Das Verheftungsschema (Bild 79)

zeigt: nl ist gerade.

Analoge Rechnung wie oben liefert

n = 4. Damit folgt aus (2+++)
1

Bad

Er eb is: kein mogliches a. Parkett der Art

Wir vermerken noch eine Besonderheit, die im Hauptfail

/ = 5 auftritt. Bum Schlhflisymbol 3 gehbrenfi
_4 2 I

2 nich Ahnliche Realisierungen (s. Bild Bound 81)

ea.90

Damit haben wir schlie8lich:

Die Menge der ebenen archimedischen Parke e zerfhllt

in die 7 durch die Sehlhfli-Symbole beschriebenen Klassen:

4

6

12

1

1

1

311
12 2

4
8 2

3
4

6

2

1

-312-
_6 M I I 411

Linsere ZeiChenversuche haben uns faktisch,davon UberZeUgtf

daB keine der 7 Klassen leer ist, da8 abgesehen von der

Riassa -Jr die Klasseneinteilung mit der durch die Ahn-

A 2

lichkeitsreiation erzeugten Ubereinstimmt.
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Anmerkung: Die Rechnung far die Kugel ist nicht viel anders. Der

positive Exzess der Kugeldreiecke bewirkt, da5 aus den Gleichun-

gen (2) Ungieichungen warden:

Die Ungleichungen haben mehr Losungen als die Gleichungen aus

donor: sie entstehen.

Ergebnis: Die Menge der archimedischen KOgelparkette (auf einer

festen Kugel) zerfAlit in die dutch die Schlafli-Symbole beschrie-

benen Klassen:

3

[n2
11
2

ni

6 2

4

n
2

2

1

3

4

5

1

2

n3 . 8,10 n
2

.4,6 ,10 11p = 4,5

(s. Bild 82)

L21
K

4,5

Alle aufgefuhrten MOglichkei-

ten lessen sich realisieren

besser nicht durch Zeichnen

auf der Kugel! Mit Karton und

Schere erfAhrt man die beson-

deren Reize dieser hochgradig

symmetrischen Formen. Dabei

-K

-3

112

Bib 62

zeigt sich da8 die dutch die, KongrUenzrelation erzeugte Klassenein-

teilung der archimedischen Parkette einer festen Kugel bei Aus-

n2

3131 1- m

n 1

durch dienahme der Klassen 4 it der

L413
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Sch1f1iSyvibo1e be rihcnen Ki ansencinteilung identi h int.")

6.2 DIN-fonmat an ptjhagoäiahc m MOrtobeem

Jedes DIN-Blatt weist eine auffall nde Eigenschaft auf:

Die Halfte, die Halfte

der Halfte usw. bildet

eine Folge ahni±cher

Rechtece.

Diese Eigenschaft kann man

mit einem Blick feststellen.

Dic Fra e nach dem Flachen-

inhalt eines DIN-Papiers

fUhrt uns scblieBlich

zu einem bemerkenswerten

pythagoraisChen Ergebnis:

DIN-Rechtecke lassen sich

auf keinen Fall mit kongru-

enten Quadraten pflastern.

Ein vorgegebenes Rechteck

mit kongruenten Quadraten

zu pflastern - das ist ein

hilbsches MaBproblem, das uns

den eakadachen AtgolL,Wmuh

entdecken laBt.

8i/d 85

Der Verfasser hat vor Jahren mit seinen Primanern fur eine Lampen-
fabrik "in Lohnarbeit" Kantenwinkel von gewissen rob gefertigten
archimedischen Körpern berechnet. Die Frage nach weiteren schmucken
Lampenkörpern (dieser Art) hat uns so schnell nicht wieder losge-
lassen. Soviel wie Archimedes, dann Kepler - der 2. seerbeiter
dieses Formenproblems wollten wir in dieser Sache such wissen.

6
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Stellen wtr uns e ne soiche

Pflasterung schon.als gelungen

Vor, so erkennen wir, daB es

nur darauf ankommt, die nach

Abschneiden möglichst groBer

Quadrate verbleibenden ReCht-

ecke zu pflastern(Bi1d-86).

11111111111111110.11MiiiiiIIIIREIMEMinlium
IMIIIIM1111111111111111111

Bi 85

Diese Abschneidetechnik (euklidischer Algorithmus) wenden

wir auf ein DIN-Papier an, um eine Pflasterung mit kon-

gruenten Quadraten herzustellen.

e leben dabei eine Oberraschung!

Das zweite Restrechteck ist dem

ersten ahnlich, wie wir wiederum

mit einem Buick feststellen.N)

Aber das hat zur Folge, daB der

AbschneideprozeB zu keinem Ende

fUhrt. Fin richtiger Skandal far

die Flachenmessung!

Id 36

Motiviert durch das DIN-Papier, definieren wir als "ail-

berne Rechtecke" soiche Rechtecke, von denen nach Ab-

schneiden zweier maglichst groBer Quadrate ein zum ur-

sprUnglichen Rechteck ahnliches Ubrig bleibt.

Versuchen wir nun ein soiches Rechteck direkt nach De-

finitIon herzustelienl

Kehren wir den AbschneideprozeB um! Beginnen wir mit ein m

kleinen, "unge ahr silbernen" Rechteck und lagern wir fort-

g) "Bewe " dutch einfache Rechnung mit
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qesetzt zwei Quadrate an.

Wir erhalten eine Folge von (rasch wachsenden) Rechtecken,

die der silbernen Gestalt immer naher kommen, selbst dann,

wenn wir den AnlagerungsprozeB mit einem Quadrat be-

ginnen.

Wir schreiben L(n) fUr die langere Seite des n-ten Recht-

ecks und erhalten die rekursiv definierte Funktion L:

L N N

(1) L(1) = 1; L(2) = 3

(2) L(n+2)= L(n) + 2.L (n+1)

Wir erwarten: das Seitenverhaltnis

des n-ten Rechtecks approximiert

das Seitenverhältnis der silbernen

Rechtecke.

Aus (2) folgt namlich unmittelbar

) Lln+1Y . L(117-1)
21717 L(n)

Konvergier

(4)
lim

L(n+1):0
L(n)

L(n+1)
L (n)

41.1n,4,

lAn00
add 88

so folgt aus (3) solo

30 Die Wertetafel Id_t vermuten, daB beschnnkt ist

und in zwei monotone Teilfolgen zeriegt werden kann. Wegen der

rekursiven Definition der Folge wird man induktiv beweisen - zu-

mindest solange keine explizite Darstellung der Folge gefunden ist.
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L(0)

1

3 3

7 7/3 m 2,3...

17 17/7 m 2,42...

41 41/17m 2,411...

99 _99/41= 2,417...

Wir könnten mt unseren bisherigen Ergebnissen zufrieden

sein. Unser Irrationalitatsbeweis ist gewiS reizvoller

und verschafft mehr Einsicht als der Ubliche.

Wir haben einen Algorithmus zur rationalen Approxima-

tion einer guadratischen Irrationalitat gefunden. Aber

dieses rekureive Verfahren ist ohne Computer zeitauf-

wendig fUr groSes n.

Vielle cht ware eine explizite Darstellang der Folge L

besser zu gebrauchen? Ein neues Problemiu)

Eine elegante Lösung wird angeregt durch den Hinweis, daS

die Approximation der silbernen Rechtecksform durch An-

lagern von Quadraten am Ende wenig abliangt von der Aus-

gangsfigur. Das bringt neue Zahlenfolgen in den Blick

mit anderen Anfangswerten, aber derselben Differenzen-

gleichung (2) genUgend. 2 Anfangswerte reichen zur Er7

zeugung einer solchen Folge mittels ,(2) aus. Es ist zu

vermuten, daS die (2) genUgenden Folgen einen zweidimen-

sionalen Unterraum bilden. Mit zwei Basisvektoren kUnnte

man jede dieser Folgen, also auch die spezielle Folge L,

darstellen. Wir suchen also zwei linear unabhängige Fol-

gen, die zu unserem Unterraum gehUren mtiglichst "ein-

fache".

Wir setzen hier voraus, dab die Schiller ilber die einfachsten Be-
griffe der linearen Algebra - Vekturraum, lineare UnabbAngigkeit,
Basis - verfilgen und die Menge eller Zahlenfolgen mit den ilb-
lichen VerknOpfungen als Vektorraum Obery Rennengelernt haben.

1 9
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Die Schiller kennen nicht,viele einfache Folgen(arithme-

tische, geometrische). Die arithmetischen - von der Null-

folge abgesehen -gentigen (2) nicht, wohl aber glUck-

licherweise gewisse geometrische.

Mit dem Ansatz F(n) = a.qn-1 (5 ) erhält man durch Ein-

setzen in

F(n+2) = F(n) + 2F(n

die (charakteristische) Gleichung

2
q = 1+2q

mit den Lösungen

(6)

Mit F
1
(n) = (1+/) n-1

und F
2
(n) = (1-t/)n-1 hat man zwei

Basisvektoren zum Aufspannen des durch (2) ausgezeichneten

Unterraums.

Unsere spezielle Folge L 1st damit linear darstellbar

L(n) = /T) n-1
o
2
(1-1/2) (7)

Or die Koef izienten c
1'

c
2
erhalt man aus den Anfangs-

-werten 1(=F(1)) und 3 (=F(2)) ein lineares Gleichungs-

system mit den Lösungen

1 1
(1-1-if); c2 = (1. 12

-

Einsetzen in (7) lie ert die gewOnschte explizite Dar-

steliung von L:

(1+1)n+(17V1)nL(n)
2

(8

(Mit dieser Formel kann man nut naturliche Zahlen ausrechnen(?))
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Anmerkungen: 1) Der enner wird wissen., daB die Pythagor&er im

ZusOmenhang mit der Frage nach dem gemeinsamen MaB vOn Seite und

Diagonale eines Quadrates ganz Ahnliche Oberlegungen anstellten.

FOr das Quadrat definierten die pythagorAer simultan durch Rekur-

sion die Seiten- und Diagonalzahlen:

D 1 = 5(1) = 1

(Diagonale und Seite im "kleinen"Ausgangsquadrat sind g eich lang angesetzt)

(10) S(n+1) = D(n) 4 S (n)

D(n+1) = S(111- -I- S(n)

Die PythagorAer wuBten auBerdem
2_ _

(12) 0 (n) -22 S (n) = (-1)n

Wie sollten die PythagorAer (12) enders als durch vollstAndig

Induktion bewiesen haben? (VAN DER WAERDEN).

Aus (12) folgt unmittelbar
D(n)

(13) lim = VT
S(n)

Mt der Folge g hatten die PythagOrAer einen Algorithmus gefunden,

mit dem sie die skandalöse Zahl rational approximieren konnten.

2) Eine schnell aUsgerechnete Tafel für die Folgen S und D lABt ver-

muten:

(14) D(n) = L(n)

(15) S: N4N Jst

aus demselben "Stall",

d.h. auch fur S gilt:

S(n+2) = S(n) 24S(n1-1)

6 3 Gadene Reehteake - an pythago h b

Sie werden ganz analog behandelt wie die silbernen.
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Unterschied zu diesen bleibt beim Abschneiden nur eitms

möglichst groBen) Quadrats jetzt ein zum ursprUnglichen
Rechteck 4hnliches Ubrig.

Der von einem Quadrat ausgehende AnlagerungsprozeB wird

beschrieben durch die rekursiv definierte Folge I : N lq

I(1) = I(2) = 1

I(n+2) = I(n+1) I(n) (2)

Leornardo von Pisa (mit Beinamen Fibonacci) hat mit dieser

Folge im Liber abbaci ( 202) die Vermehrung der Kaninchen
beschrieben.20

Bis Bine 1843) hat man auf eine explizite Darstellung

warten mUssen:

1 14-i/ n 1

) ).
-i(n ( - (-I--

1(

Wir gew nnen sie nach dem in 6.2 angegebenen Verfahren.

Moderne Begriffsbildung verflilft uns zu dieser bemerkens-

wert einfachen Lbsung. .

1Der Quotient 01+1)
approximiert wieder eine quadra-I(n)

tische IrrationalitXt (erst 1753 von dem Schotten
2

Robert Simson bewiesen).

Diese Zahl drUckt aber das Lngenverhltns von Seite und

Umkreisradius der regulXren Zehnecke aus. Die Figur, aus der

der Rechenansatz fUr diese Behauptung entnommen werden

kann, gibt auch AnlaB zu einer rekursiven Fassung:

") I hat auffallend viele interessante Eigenschaften. Anateure haben
einen Club gegrandet, der die Zeitschrift Fibonacci-Quarterly
herausgibt.
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6) R(1) = Sz( ) = 1

(Radius und Seite im

-"kleinen" Ausgangsdreieck

sind gleich lang ange4e2zt)

(17) Sz(n+1) = R(n)

(18) R(n+1) = S(i)

Daraus folgt

(19) Sz(n+2)=

129

S
z
(n+1)

n) + S (n+1)
Blld DO

Es ist lpider doch kein Wunder, wenn die Vermehrung der

Kaninchen Aufschlua gibt Uber reguläre Zehnecke.
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DIE BEDEUTUNG DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE FOR DIE MATHEMATIK-

AUSBILDUNG

G. Pickert, Gie en

In der Mathematikausbi1dung scheint die Darstellende Geome-

trie mehr und mehr in die Isolierung und damit an den Rand

gedrAngt zu werden. Die Lernenden und manchmal auch wohl

der Dnterrichtende erkennen keinen Zusammenhang mit anderen,

mehr im Zentrum des Interesses stehenden Gebieten der Maths-

matik und halten die Darstellende Geometrie daher wohl oft

lediglich flit' eine Methodik zeichnerischer Fertigkeiten,

die mit der eigentlichen Mathematikausbildung nichts zu

tun hat. Das fUhrt dazu, da8 in immer geringerem MaBe die

rdum1iche Anschauung zeichnerisCh in der Mathematikausbi1-

dung zu Hilfe genommen wird und so wertvolle didaktische

Meiglichkeiten verschenkt werden. Die Darstellende Geome-

trie mu8 sich dahei aus ihrer isolierung befreien und zwar

einerseits dadurch, da6 auch sie sich neuerer mathematischer

Begriffebildungen bedient 1), und zum anderen dadurch,

da8 sie fUr andere Gebiete der Mathematik-Hilfen zur Ver-

anschaulichung anbietet. In den foigenden Abschnitten wer-

den verschiedene MOglichkeiten daftir aufgezeigt, womit

natUrlich nur ein sehr bescheidener Anfang in dieser Rich-

tung getan ist; insbesondere wird das umfangreiche Ge-

biet des perspektivischen Zeichnens 21absichtlich beisei-

te gelassen, um zuerst einma1 Fragen der-affinen und me-

trischen Geometrie in den VOrdergrund zu stellen. Die

Abschnitte 5 und 6 passen zwei altbekannte SAtze der Dar-

stellenden Geometrie dadurch der heutigen mathematischen

Sprache an, da8 sie sie als Aussagen Uber Mengen von Ab-

bildungen formulieren und beweisen. Die Abschnitte 2 - 4 zei-

Siehe hierzu auch A. KIRSCH, Ist die Grond-AufriB-Abbildung injek-
tiv7 Math. Phys. Semeaterberichte 19, 146-158, 1972.

2) Siehe hierzu T.J. FLETCHER, The teaching of geometry. Present
problems and future aims. Ed. Studies in Mathematics 3, 395-412, 1970/71.
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gen einfache Verwendungen von Projektionsverfahren in der
GeOmetrie, wobei (abgesehen von 2 a,b) die rAumliche Be-

trachtung auch bessere Einsieht in ebene geometrische Zu-

sammenhAnge liefert. In Abschnitt 1 beweist das allerein-

fachste Verfahren der Darstellenden Geometrie seine NUtz-

lichkeit für Lineare Algebra, Analysis und Differential-

geometrie.

1 Kotiente Pujektion

jeder Punkt des Raumes wird durch seine senkrechte Pro-

jektion auf die Zeichenebene und seine Höhe Uber dieser

("Kotierung") dargestellt, FlAchen dann durch ihre Niveau-

linien (in der Kartographie: Gelande durch Hdhenschicht-

linien). Fragpn der Sichtbarkeit im GelAnde motivieren des

Herstellen von Profilen (Schnitten senkrecht zur Zeichen-

ebene; siehe Fig. 1), die Frage nach GelAndeansichten

filhrt zur Herstellung der UnriBlinien (Menge der BerUhrunge-

punkte der Niveaulinientangenten in BlickrichtUng; siehe

Fig. 2). Beide Verfahren sind nUtzlich, um sich das Ver-

halten einer reellen Funktion zweier Variabler (Abbildung

einer Teilmenge von k2 ink) zu verdeutlichen. Die (zur

Zeichenebene weder parallelen noch senkreChten) Ebenen

stellen die (von der Nullform verschiedenen) L6WA4otmen

dar, wobei die Punkte der Zeichenebene nach Wahl eines

Nullpunktes (auf der darstellenden Ebene) durch ihre Orts-

vektoren gegeben werden. Die Niveaulinien ermbglichen eine

gute Veranschaulichung dieses in der Linearen Algebra voM

AnfAnger meistens als schwierig empfundenen Begriffs. Bei

einer Linearform L (+0) wird der Ve7ktor Ljni> mit

ale Einheitsvektor senkrechtzu den NiveaUlinien ale

ihr GVuLient gl bezeichnet; im Falle L = 0 nimmt man

den Nullvektor als . Bei beliebigem Einheitsvektor

T7 ist dann L(ellei die senkrechte Projektion von

auf sodaB L durch bestimmt wird (eiehe Fig. 3

mit AA1, BV als 0- bzw. 1-Niveauliniet AV als dem__'
"herausgeklappten" Profil der Ebene, AV i VC, AB = Lie) e)

VI, A - L 8C1 ) = L(4),1 CC1 j 6C1, da
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:A, A7,C,C1 auf einem Kreis liegenl raumlich herleitbar da-

,taus, de:3 die Kreise durch A, C bzw.A7 , C1 und den Ober

liegenden Ebenenpunkt auf einer Kugel liegen). Das SWAA-
-,

pkodakt kann durch x-gf. = _L(x) definiert werden, und das

Kommutativgesetz, mat sich einfach aus dem beschriebenen

Zusammenhang zwischen Gradient und Niveaulinien erkennen.

Approximation einer reellen differenzierbaren Funktion

(Definitionsbereich,ein Gebiet in h2) in der NShe eines

Punktes P durch eine Linearform L, veranSchaulicht durch

Niveaulinien (falls L 0) und Profile, fiihrt tinerseits-_

zum Begriff der Tangentialebene der durch 6 gegebenen FlAche

und andererseits zum Gudtenten gitad 6 als eLnem Vektor-

feld (Abbildung des Definitionsbereichs von 6 in den re-

ellen zweidimensionalen Vektorraum, mit gl als Bile! vOn

P). Mittels der Niveaulinien 186t sich gut veranschaulichen,

da6 das Linienintegral Ober gfrad 6 gleich der Funktions-

wertdifferenz ("Niveauunterschied") zwischen Endpunkt und

Anfangspunkt des Integrationsweges ist. Bei waagerechter

Tangentialebene, also dem Nullvektor als Wert von gud 6,

stellt sich die Frage nach quadratischer Näherung, und

man wird so auf den Begriff der'quadmtachen Ponm gefiihrt:

Die Niveaulinien sind bei definiter Form Ellipsen, bei

semidefiniter Form Parallelenpaare und bei indefiniter

Form Hyperbeln3): die Hauptachsen (bzw. bei den Parallelen-

paaren deren Richtung und die dazu senkrechte) geben die

HauptkrOmmungsrichtungen der F1Xche in.dem betrachteten

FlUchenpunkt an, und die GauSsche KrOmmung ist in den drei

Mien bzw positiv, null, negativ.

3) Mar ausgefahrt z.S. in ANDELFINGER, Mathematik s-2, Fachwiesen-
schaftliche Grundlagen (Lehrerbegleitheft, Wissensch. Teil), Kap. 8,

Herder 1975.

4) siehe hierzu und far weitere Anregungen zu Anschaulicher Differentia.1-
geometrie Kap. IV von HILSERT,COHN-VOSSEW, Anschauliche Geometrie,
Springer 1932.
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2. Seielpiete zuk Eataiamojektion
a

In manchen Fallen genUgt ein einziger Nor airiB bereits

auch zur Ausführung von Konstruktionen, da die Höhe der

Funkte-Uber der RiBehene wegen der besonderen Eigenschaft

der dargestellten raumlichen Figur aus ihren Projektionen

entnommen w rden kann.

a) Ein nuadrat mIt semen Diagonalen kann als senkrechte

Frojektion eines regularen Tetraeders AHD (siehe Fig.4)

aufgefaBt werden. Diese etwas ungewöhnliche Tetraederdar-

stellung erweist sich als vorteilhaft bei der Bestimmung

derjenigen Decktransformationen des Tetraeders, die Drehun-

gen oder Drehspiegelungen mit der durch die Mitten der Sei-
_.- --

ten AC, SD gehenden Achse sind: die Spiegelungsebene (der

Drehspiegelung) sonnet:let das Tetraeder in dem Quadrat

A'B'C'D' und zerlegt das Tetraeder in zwei kongruente Teile,

die durch die 180°-Drehung um die Achse A'C' (oder B'D')

ineinander UbergefUhrt werden.

b) Ein regelmaBiges Sechseck mit seinen drei (langsten)

Diagonalen kann aufgefaBt werden als senkrechte Projektion

eines WUrfels in Richtung einer Raumdiagonalen d, deren

Endpunkte dabei den Mitt.plpunktA des Sechsecks als Pro-

jektion haben (siehe Fig.5). BieraUs lessen sich wieder

sehr einfach die Drehungen und,Drehsoiegelungen mit Achse

d unter den Decktransformationen auffinden. Das von den

Mittelpunkten der 6 WUrfelseiten gebildete regelmaBige

Oktaeder wird in der Projektion ebenfalls durch ein regal-

maBiges Sechseck und seine 6 Verbindungsgeraden benach-

barter, nichtdiametraler Ecken dargestellt: die Drehungen

und Drehspiegelungen mit Achse d (die durch die Mitten

meter diametraler Oktaederseiten geht) sind natilrlich

dieselben wie beim WUrfel.

Den WUrfel kann man zur Darstellung des dreidimensionalen

Vektorraumes fiber dem Körper mit den zwei Elementen 0 und

1 verwenden. In Fig.5 sind dementsprechend die Ecken durch
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KoordinatentriOel beze chnet, wobei der "hinter Endpunkt

von d els Nullpunkt (000) genommen und der andere demge-

maB mit 111 21i bezeichnen ist. Die projektive 7-Punkte-Eb ne

erhalt man nun dutch Weglassen des Nullpunktes, wobei die

Geraden aus den zweidimensionalen Unterraumen entstehen,

also in Fig.5 durch {1000101010}, {010,011.00)}

{001,10141001, 1110,011,1011 und die drei (langsten)

Sechseckdiagonalen gegeben werden. Eine naheliegende De-

formation ergibt dann die bekannte Darstellung der 7-Punkte-

Ebene durch ein gleichseitiges Dreieck, seine drei SymMe-

trielinien und den Inkreis (Fig.6).

c) Ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit seinen Höhen AF,

BF, CF (siehe Fig.7) kann als senkrechte Projektion eines

nicht-regularen Tetraeders ABCD mit rechtwinkliger Ecke

bei V aufgefaBt werden, wobei V die Prcjektion F hat.

Aus CP i AD, BD und DF I ABC ergibt sich namlich

CVF j ABD, ABC (Ebenen stehen.senkrecht aufeinander, wenn

die eine durch eine Normale der anderen ceht) und damit

CF jAB (m A8D11 ABC). Hiermit haben wir einerseits die

konstruktive Grundlage der senkrechten Axonometrie und

werden andererseits zum Hohenschnittpunktsate gefUhrt:

dabei ergibt sich unmittelbar (nach dem Höhensatz far die

rechtwinkligen Dreiecke ADA', BDB", CDC"):

IAFI-IFA'l m IBFI.IFB11 m ICF1.1FC'I.

d) Bei der senkrechten Projektion einer Kugel(oberflache)

auf eine Ebene durch ihren Mittelpunkt M kann der Schnitt k

der Kugel mit der Projektionsebene zugleich-als das "her-

ausgeklsppte" Profil durch M und einen Kugelpunkt P ge-

nommen werden: zur'Projektion p' von P entsteht dedurch

der Punkt P"Ek (siehe Fig.B), aus dem sich die Halle

von P Uber der Projektionsebene (falls P auf der "oberen"

Halbkugel liegt) als IP'P"I ergibt. Die dutch P gehenden,

zu k senkrechten Kugelkreise haben els Risse gerade die

Strecken QR durch P mit Q.R Ek. Auf diese Weise Uber-

tragt sich das Caylev-Klein-Modell der hyperbolischen Gee-

14E3
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metrie (im Inneren von auf die obere Halbkugel und

wird von dort durch stereographische Projektion von einem

Punkt Ek aus gerede in das Poincaee-Modell (in einer

Halbebene senkrecht und oberhalb der RiBebene) Ubergeftihrt.5)

Aus dem HOhensatz fUr das rechtwinklige Dreieck PQR er-

gibt sich Ubrigens unmittelbar der Sehnensatz (fUr die

Sehnen durch einen Punkt I" innhalb (a) in der Form

OFF!'
Fig.9 zeigt die Konstruktion der Risse von Kugelkreisen

pdt,b, die nicht auf k senkrecht stehen: GroSkreis 4 durch

zwei Kugelounkte P,Q m ttels des Pols R von 4, "Jiguator"

p zum Pol P, "Breitenkreis" b durch Q (in Fig.9 werden

P,Q,R, such zur Bezeichnung der Risse verwandt; die

punktierten Strecken sind kongruent und ebenso die strich-

punktierten). Lediglich der Ubersichtlichkeit wegen wurde

dabei das herausgeklappte Profil durch MpP ale neue Zeichnung

daneben gestellt. Die Konstruktionen sind so einfachr da6

sie bei einiger Ubung nach Vorgabe von k sogar ohne Zirkel

und Lineal durchgefUhrt werden können. Es gibt daher kei-

ne Entschuldigung ffir die leider sogar in matheMatischen

LehrbUchern_anzutreffende "Primitivprojektion",- bei welcher

der Pol auf dem UmriSkreis h liegt, der zugehörige Kqua-

tor p aber dennoch als Ellipse gezeichnet ist (oder noch

schlimmer als Kreisbogenzweieck!). Das in Fig.9 geschilder-

te Verfahren der Darstellenden Geometrie bietet wohl den

einfachsten Zugang zum Verstandnis der Kugelgeometrie,

deren groSe Bedeutung sowohl in der MatheMatik wie in

ihren Anwendungen hier nicht mehr begrUndet zu werden

braucht.

HauptachSenkonStAu(ation bi e2n LUp

FUhrt man Ellipsen und Hyperbeln in der affinen Geometrie

5) Siehe hierzu §36 des in FU8note 4 genannten Ruches.
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als Niveaulinien quadratischer Formen ein, so bietet sich

als Achsenpaar fUr eine besonders einfache Koordinaten-

darstellung bei einer Hynerbel des Asymototenpaar und bei

einer Ellipse -ein Pear konjugierter Durchmesser an6) .

Geht man dann zur metrischen Geometrie fiber und beweist

die Existenz von Hauntmga.en, also von zueinander senkrechten

konjugierten Durchmessern, einheitlich (und auf beliebige

Dimension verallgemeinerungsfdhig) mittels Eigenwerten

und Eigenvektoren, so erscheint es zum besseren Verständ-

nis des Sachverhalts wUnschenswert, die Hauptachsen auch

einfach geometrisch zu konstruieren. Bei einer Hyperbel

findet man sie els Winkelhalbierende der Asymptoten.

Bei einer Ellipse bietet sich nun an, diese als Bild

eines Kreises bei einer affinen Abbildung aufzufasseh, da

ja dann konjugierte, also zueinander senkrechte Kreisdurch-

messer in Ellipsendurchmesser Ubergehen. Eine solche Ab-

bildung 1S13t sich sehr anschaulich dadurch gewinnen, daB

man die Ellipse als Schragbild des Inkreises der oberen

ite eines WUrfels auffaft, dessen vordere Seite dabei

punktweise festbleibt. Der Inkreis der vorderen W' elsei-

te mit Mittelpunkt N wird dann durch ParallelprojektiCn

kongruent auf den Inkreis der oberen WUrfelseite und wei-

ter duroh die Schragbilddarstellung (ebenfalls eine Par-

allelprojektion) in die Ellipse mit Mittelnunkt M' abge-

bildet (siehe Fig.10); die auf diese Weise als Verkettung

zweier Parallelprojektionen entstehende affine Abbildung

der Zeichenebene auf sich, bei welcher der Kreis in die

Ellipse Ubergeht, last sich in der Zeichenebene gemBR

folgender Eigenschaften ausfUhren: 1) M.hat den Bildpunkt

M': 2) der Bildpunkt eines Punktes liegt auf der Paralle-

len durch ihn zu MW; 3) jeder Punkt der Achse a bleibt

fest; 4) jede Gerade wird auf eine Gerade abgebildet. Dem-

gemSB konstruiert man zu den konjugierten Durchmessern

AB, CV (A,B,C,D Ellipsenpunkte) mit dem Schnittpunkt M'

ein Parallelogram, dessen Seitenmitten die A,B,C,D sind,

6) Siehe hierzu Z.B. die in FuBnote 3 genannte Schrift.
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und ergdnzt clienes =in Schragbild eines ?ftirfe1a , alr die

Xonetruktion der Hauptachnen wird dawn nur der Punkt M

(Mdt IAMI 1101, AM I a) beneltigt, wdhrend die dbrige
2

Zeichnung lediglich der rhumlicher Veranschaulichung dient,

Der Kreia durch H,M' mit Mittelpunkt auf a schneldeb

dam a gerade in den Punkten, die mit M' verbunden die

Mauptachsen geben. Die Scheitel erhhlt man (ebenso wie

erforderlichenfaile weitere Ellipsenpunkte) mittels der

oben angegebenen Eigenschaften 1-4) der affinen Abbildung.

4. Riumaehe Etzeu.gung ebenelt Stiteelzu

Streckungen in einer (affinen) rbene E lessen sich

rein inzidenzgeometrisch kennzeichnen als diejenigen Per-

mutationen von 'E mit einem Fixpunkt, bei denen jede Ge-

rade in eine zu ihr parallele Ubergeht. Man zeigt dann be°.

Xanntlich leicht daB eine Streckung durch ihran Fixpunkt Z

und den Bildpunkt P' eines einzigen Punktes P Z eit-

deutig bestimmt ist. Aber der Existenzbeweis lut eich

inzidenzgeometrisch nur unter Voraassetzung des (affinen

Satzes Van VUttAgne.6 (oder einer aquivalenten Bedingung)

fUhren und ist nicht einfach. Degegen kann man unter Ouhil-

fenahme einer zweiten, Zd E parallelen Ebene E' tm

Raum eine Streckung (von E) mit den verlangten Eigenschaf-

ten (dabel nartirlich Z P' EZP) leicht herstellen: Von

einem beliebigen Punkt SI 4 E, El aus wird E auf E'

projiziert (Abbildung III von E auf E' mit P" ale 0114-

punkt von P) und dann vom 5chnitttunkt S2 der Geraden

S1Z, P'P" aus E' auf E zurUck (Abbildung w2 von E'

auf E mit P als Bildpunkt von P"); die Verkettung

ist dann die gewUnschte Streckung. In Fig.11 wur-
2

de S11 j E gewXhit und dann E ale GrundriB- sowle

S
/

Z als AufriOebene (die Bezeichnungen E, E' stehen an

den AufriEspuren dieser Ebenen). Tar die Konstruktion des

Bildpunktes Q' von Q (E E ZP) verwendet man bei dieser
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raumlichen Interpretation neben Q EZQ die Amfri8punkte

R. R' von P, Q', wobei R' der Bildpunkt von R ist; daS

nun auch PQ H sein mufi (was natUrlich eine einfachere

Konstruktion won 9' ermoglicht), besagt wan gerade eine

affine) Spezialisierung des Vietethsciutat-Salze.67) (Ecken

der vollstandigen Viereoke: Si, S2, P", R" bzw. Q,

und die uneigentlichen Punkte von PQ, R9). Offenbar

kann man entweder 71 oder aber w2 willktlrlich wahlen

und zwar statt als Zentral- auch als Parallelprojektion

(51 bzw. S2 ist dann als uneigentlicher Punkt zu wahlen).

Durch diese raumliche Betrachtung kommt man auch zu

einer einfachen Konstruktion des Xhnlichkeitszentrums

von kollinearen Punktepearen(P, R), (P', R') mit unterein-

ander und vom Nullvektor verschiedenen PR, PIR' (in

Fig.11 hat man SI als uneigentlichen Punkt 2a wahlen):

Man bildet ein Parallelogram PRR"P" sowie den Schnirt-

punkt S2 von P'P", R'R" und erhalt dann Z als Schnitt-

punkt von PR mit der Parallelen zu PP" durch S2. Im Falle

PR = P'R' (und danit PP'= RR') gibt es natOrlich kein

Xhnlichkeitszentram, da dann (P,R) durch die Translation

PP' in (P',R') Ubergeht; in Fig.11 hat man dann auch 52

als uneigentlichen Punkt zu nehmen und erkernt, daB jede

Translation von E als Verkettung naeier Parallelpro-

jektionen von E auf E' bzw. umgekehrt dargestellt werden

kann.

FUr beliebige 2entral- oder Paralleiprojektionen al, 112

von E auf E' bzw. umgekehrt ist a1 0 112 eine Streckung

oder eine Translation (von E) und zwar letzteres genau

dann, wenn entweder ri, Tr2 Parallelprojektionen sind

oder aber beide Zentralprojektioneni bei denen die Ver-

bindungsgerade der Zentren zu E parallel ist. Daraus

ergibt sich nun sofort, daB die Menge eller Translationen

und Streckungen (von E) bez. des Verkettens abgeschlossen

ist (und somit ber. dieser VerknUpfung eine Gruppe bildet).

7) Siebe hierzu Abschn. 4.4 des Ruches PIYRT, Pxojektive Ebenen,

Springer 1955.
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Nach dem oben Festgestellten kann man zwei solche Ab-

hildungen mittels Projektionen v
i

(von E auf E' bzw.
-1

umgekehrt) als vi a T2, Tr2

dann als Verkettung

° n2) ° TT3) = 7T

also wieder eine Streckung oder Transla_ on. In Fig.12

it dies ftr den Fall von Zentralprojektionen vi mit

nichtkollinearen Zentren _nu d Streckungen
-1

Si

12 ° 1131 vi 0 v3 mit den Zentren ZI, Z2, Z3 darge-

stellt nach Parallelprojektion des Raumes (in einer nicht

zu S123 gehöriger Richtung) auf El dabei bezeichnen

P", Si der EinfachheAt halber die Bilder dieser Punkte

bei der Parallelprojektion, das schraffierte Dreieck

tent die Ebene E' dar und gegenaber Fig.11 wird

P = PI, P' P2 gesetzt sowie P3 els Sild von P" bei

73 eingefahrt. Da die Streckungszentren Zi kollinear

sein massen, erhalt ran damit den Satz von Desargues (far

die Dreiecke P1P2P3, SIS2S3, das Perspektivitatszentrum

und die Perspektivitatsachse Z1Z2).

schreiben und erhait

5 Nu E4. _chne,idevetmkten von Eckiatt (19

ELI nichtparallelen Geraden g,k in der Ebene E bildet

man dadurch eine VerknOpfung * inE, dat man P* Q far

Pp(2 E E els den Schnittpunkt der Parallelen zu durch

P mit der Parallelen zu h durch 0 erklart. Diese Verknapfung

ist ah6oz4a2iv und -iliempotent (d.h. P*P = P ftr alle

P E E), aber nicht konmutativ, macht also E zu einer

nichtkommutativen idempotenten Hathivative (ohne links- oder

rechtsneutrales Element). Nimmt man h,q (in dieser Reihen-

folge)als Roordinatenachsen eines affinen Koordinaten-

systems mit dem Koordinatenhereich K und ersetzt die Punkte

durch ihre Koordinatenuaare (x,y)E K2, so wird-* zu der

aus Untersuchungen Uber Palbgruppen bekannten Verknaufung
8)

8) Siehe z.B. 7. Evans, Product of points - some simple algebras and
their identities, Am.Math. Monthly 74_, 362-372 (1967).
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(x,y)*(u,v) (x. elle y, v

Nach den Oblichen "Superpositionsverfahren" wird nun 2u *

eine der Einfachheit halber ebenso bezeichnete, ebenfalls

assoziative und idempotente Verknllpfung in der, Menge eller

Abbildungen des Raunes in die Eberle E erklart dUrch

(a * P) a(P) *O(P) fdr alle Raumounkte P.

a * B entsteht somit durch "Einschneiden" aus den Ab-

bildungen a,18; ungenauer fornuliert: Aus den Bildern

aF, OF einer raunlichen Figur F entsteht durch Einsohnei-

den das Bild (a * 0)F.

Es taucht nun sofort die Frage auf, welche Mengen von Ab-

bildungen des Raumes abgeschlossen bez. einer solchen Eth-

tdvvthnapunq sind. Das trifft jedenfalls zu fur die

Menge aller Parallelprojektionen des Raumes auf E; denn

für zwei solehe Parallelprojektionen 7, 7' und zwei

Raumpunkte P, E (wegen der Idemnotenz der Verkntlpfung

und der Fixnunkteigenschaft der Punkte von E bei alien

Parallelprojektionen auf E ddrfen wir uns auf Punkte

4 E beschranken) gibt es im Falle PQ HE eine Trans-

lation und andernfalls eine Streckung (mit dem Schnittpunkt

von Po, E als Zentrun) des Raunes, die P, 7(P), x1(11

bzw. in Q, Tr(Q), 7'(n) und daher auch (7 *7')(P) in

(7 *-P)(0) dberführt, so daB also auch für 7 * 7' die

Verbindungsaeraden der Punkte P,g nit ihren Bildpunkten

narallel sind, also eine Parallelnrojektion vorliegt. Aus

zwei Parallelnrojektionen derselben rUumlichen Figur er-

halt man also dureh Einschneiden (nach zwei beliebig ge-

wahlten Richtunnen) stets wieder eine Parallelprojektion

der Figur.

Par die zeichnerische Anwenlunq wichtiger ist aber die Ab-

geAcheos,seilhcLt auch dc.t Moige. a,Efrof nZnet AbbLeduroen de.6 Raujne,

E eg enact jedet Ein,settuarlevetkdOung . Diese Ageschlossen-

heft --gibt sich unmittelbar aus der KennzeichnUng der affinen
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Abbildungen durch die Eigenschaft, drei kollineare Punkte

stets entweder in denselben Punkt oder aber in drei kolli-

neare Punkte vom gleichen Teilverhaltnis (wie die Urbild-

punkte) gberzuftihren, und dem leicht zu beweisenden Satz:

Haben de Th.ipe2 hottineaitekPunkte (A,B,C), (A' aB'X' ) duseebe

Te.ttue,tibittas t, so gat ennvedeA A * A' . B * 8' C * C' ado.

da4 Tti.pet (A *A', S * 5', C *C') hat da.s Tatveithattni4 t.

Von einer anschaulichen Darstellung einer raumlichen Figur

durch ein affines Paid in E wird man nun aber verlangen,

da8 es nicht in einer Geraden liegt , daB also eine affine

Abbildung auf E vorliegt: dann handelt es sich nach dem

Satz von Pohlke um die Parallelprojektion eines ahnlichen

Bildes der Figur. Die Menge der affinen Abbildungen auf E

ist aber nun gegenllber keiner EinsohneideverknUpfung ab-

geschlossen; denn wahlt man ein Koordinatensystem in E

wie oben 2U den Einschneiderichtungen passend und im Raum

dann ebenialls ein (beliebiges affines) Koordinetensystem,

so ergeben die affinen Abbildungen a, $, bei denen der

Punkt mit dem Koordinatentripel (x,y,z) als Bilder die

Punkte mit den Koordinatennaeren (y,z), (x y) hat, wegen

(11,y) eine Abb:Adung a auf eine Ge-

rade.

6. Dm Satz von Pokthe (1853)

In seiner urspriinglichen und in der Darsellenden Geome rie

meistens benutzten Gestalt besagt dieser Satz: Jedes nkht-

zoF&axe Punktequadume (0, A, 13, C) n einek Ebene ist bet eineic

geeigneten Pmattetplojektion des Raumeh au6 die Ebene das IlLed eines

ucultapeZA (0', A', 8', C') m Raum, da3 tht TtOte gtetchtanam zu-
___*

etnAndeA otthosionaten Vektoten (0'A', OW, O'C') biedet. Da nun

9) Man wird in der Praxis dargber hinaus natarlich fordern, de8 das
affine Bild auch nicht "angendhert" in einer Geradan liegt,
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nach dem aus der linearen Algebra Uber lineare Abbildungen

Dekannten zu Quadrupeln der genannten Eigenschaften stets

eine (Boger genau eine) affine Abbildung des Raumea auf

die Ebene existiert, die (0', A', 6', C') in (0, A, 6, C)

UberfUhrt, kann man den Satz von Pohlke auch in der fol-

genden Form aussprechen und beweisen: Jule alik6m Abbitriung

de.,5 Rame-6 ane Ebeseat limizattng tinvtAhatiehkeitzabbitsfang

mi,t eine-4 PaAmelo4mojeieVon.

Zum Deweis stellen wir fUr eine affine Abbildung a des

Raumes auf die Ebene E zuerst einmal fest, da8 der Kern

der zu a gehörigen linearen Abbildung (des dreidimensio-

nalen auf den zweidimensionalen Vektorraum) die Dimension

1 (= 3 - 2) hat und daher die Urbilder der einelementigen

Teilmengen von E die Geraden eines ParallelenbUndels

Legt man nun senkrecht zu diesen Geraden eine Ebene

so ruft a auf dieser eine uMkehrbare affine Abbildung

von E' auf E hervor. Ein Kreis in E' wird also

durch a in eine Ellipse (in E) Ubergefahrt. Daher gibt

es E' Punkte 0', A', B' mit O'A' j

10'A'l = 10'8'1 derart, da6 fUr ihre Bildpunkte

0, _a(A') = A, a(6') = S gilt: OA I 05,

1081 < 10A1. PUr einen Punkt C' 0' mit O'C' j E'

haben wir dann a(C*) = O. Wir nehmen nun einen Punkt A"

(siehe die Zweitafelprojektion in Fig.13 mit E als

Grund- und OAA" als AufriDebene) mit 10A71 = 1051,

OA" I 06, AA" (damit also auch AA" j 0A"13) und dazu wei-

ter eine Ahnlichkeitsabbildung $ mit

0(0') = 0, s(A') = A", 0(5') = B. FOr C" = 0(0')

ergibt sich dann OC" I 0Aut3, also OC" HAA". Die affine
-1

Abbildung 0 0 a Int nun 0,6 fest und fUhrt A",C"

bzw. in 4,0 Uber. Dasselbe gilt aber von der Parallel-

projektion 7 auf E in Richtung AA", so da6 0 a =

und daher ei770on folgt.
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GEOMETRIE IN DER GRUNDSCHULE

H. Preudenthal, Utrech

Far uns kommt diose Konferenz einerseits zu fruh, anderer-

seits gerade zur rechten Zeit. Zu frUh, als deft wir 1hnen

viel von unseren Erfahrungen erzahlen könnten, qerade tur

rechten Zeit far uns, um im Interesse unserer Entwarfe

recht viel von Ihnen zu lernen.

Mit dem trad tionellen Geometrieunterricht und seiner

jangsten Weiterentwicklung habe ich mich vor einigen Jahren

auf einer Konferenz in Carbondale und danach in einem Ru-

che auseinandergebetzt. Zwei Stramungen batten Bich damals

abgeteichnet, eine, der die Geometrie gelegen kam, um zu

zeigen, daB lineare Algebra tu etwas nutze war, die andere,

die meinte, die Geometrie "retten" zu massen und zu )(Orman,

indem sin Geome rie-Unterricht durch Unterricht in den

Grundlagen der Geometrie ersetzte. Dem stellte ich meine

Philosophie gegentiber: Geometrie als Erfahrung und Deu-

tung des Raumes, in dem wir leben, atmen und tins bewegen.

Und das paBte dann gut zu meiner Philosophie vom Mathema-

tikunterricht schlechthin: Mathemati4imung von RatoteAtiOwnItgen

umd -expou:menten ats Beizpat von Avthemati.6,ivulne hchteekthin.

Als ich mein Such schrieb, war von dieser Basis aus mein

Slick nach oben gerichtet. Konkreter gesagt: ich stellte

mir einen Geometrieunterricht vor, der im 7. Schuljahr

(als erstem nach unserer Grundschule) anfangt, der sich

je nach der Anlage des SchUlers kUrter oder langer oder

gar ausschlieBlich auf nullter Stufe bewegt, der zum lo-

kalen und vielleicht auch globalen Ordnen fortschreiten

und der bei manchen mit dem Einbau der Geometrie in ein

System der Mathematik enden mOge.

Von dem habe ich nichts turfickzunehmen. Wohl habe Leh ihm

nun Wesentliches hinzuzufagen, und zwar allererst und
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prinzipiell eine Wendung der Blickrichtung. Nlcht, da3

ich Neuland entdeckt hatte. Was ieh entdeckt habe, ist
*

vielmehr seine Bedeutung, seine Relevanz, die grOBer ist

als ieh es denials ahnte, ja die vielleicht entscheidend

_st. Ich habe die Bedeutung der Geometrie far das Grund-

schulalter erkannt, und es mochte mir scheinen, daB es

ohne Geometrie auf der Grundschule far viele aueh keine

auf der höheren Sehule gibt. DaB ich das entdeckt habe,

verdanke ich den Kindern im Grundschul- und Vorschulalter,

mit denen ich gearbeitet babe. Es waren nur wenige, aber

dann entscheidende Beobachtungen, die mir den Weg wiesen,

und da wurde mir klar, daB wir etwas versaumen, unwider-

ruflich verpassen, wenn wir Kinder im Grundschulalter nicht

der Geometrie zufahren.

Bei unserer curriculumentwicklung habe ich daher auf Geo-

metrie gedrungen. Man hat gezOgert, begreiflicherweise,

denn sich zur schiechthin unvermeidlichen Barde noch die

der Geometric aufzuhalsen, keInnte einem sehlieBlich den

Hals kosten; Vorschlage, wie gut auch gemeint, sind leich-

ter getan als ausgefahrt. Man schob die Geometrie auf,

nicht auf die lange Bank, sondem ins "gerade" Jahr (1973/74

waren wir mit der 1., 3., 5. nesse beschaftigt und nun

wird es die 2., 4., 6. sein) . Da soil sich die Geometrie

recht entfalten. Darum können wir Ihnen noch wenig von Er-

fahrungen erzahlen; ein Jahr spater ware das etwas anderne.

Doch haben wir auch schon im Augeriblick Ansatze erprobt,

ausgesprochene Geometric is Gedankenexoeriment, mit klei-

nen Schalergruppen und mit Einzelgangern, und davon werden

ihnen neeh Beispiele gezeigt werden.

Doch ist das nicht alies. Es tut sich auch sohon im 1.,

5. Jahr unseres Entwurfs dem Betrachter allerlei auf, das

er, je unbefangener er sich ihm nahert, und je mehr er

sich darin vertieft, mit immer kraftigerer Uberzeugung Geo-

metric nennen mbge, und des'wende ich mich schnelistens z-

Ia, Geos&ft.i.e? DaB die Geonietrle nicht erst mit dem
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Formulieren von Definitionen und Sätzen anfangt, babe ich

gentigend auseinandergesetzt; auch das Ordnen von Raumer-

fahrungen, das zu dienen Definitionen und Sätzen fUhrt,

ist schon Geometrie. Ich gehe nun aber welter zurUck, ich

steige hinab in die Entwicklungsphase, wo des geometrische

Erfassen und Deuten der Wirklichkeit noch nicht von einem

verbalen Begriffsapparat und seiner technischen Hantierung

gestUtzt wird, wo des Geometrische noch gleichberechtigt

neben dem verhalen steht oder ihm gar an Wirkungskraft

Uberlegen ist.

Seit ich junge Kinder beobachte und des hat mit der De-

obachtung meiner eigenen Kinder angefangen wurde ich

immer wieder von der Kraft der Oberzeugung getroffen, mit

der sie intuitive L8sungen mathematischer Aufgaben gera-

de anch von reinen Rechenaufgaben verteidigten. Pragte

man sie, wenn sie eine Aufgabe gelöst hatten, nach dem "wa-

rum? ", so zuckten sie mit den Achseln und sagten "Ich sehe

es so". "

Ich hatte eigentlich ale Ubernchrift meines Vortrages dies

Icii 4ehe a 40 wahlen wollen; mit denselben Worten babe ich

in einem neuen Duch such einen Abschnitt Uber Geometrie

Uberschrieben. "Ja, was ist Geometrie?" fragt ich vorhin.

Geometrie im Grundschulaiter ist das, was von der Verhal-

tensseite des GrundschUlers gekennzeichnet ist durch die

Reaktion "ich sehe es so" auf die Frage "warum?". In mei-

nem vorhin erwRhnten Ruche habe Leh die Geometrie da an-

fangen lessen, wo man sich bemUht, sich bemUhen sollte,

vom Lernenden eine andere Antwort als das Sichberufen auf

eine innere GesichtSerfahrung zu erhalten. Nicht, daB ich

diese Antwort denials nicht ernst genommen h8tte. Wenn das

1) Das ist eine Ubersetzung sus dem HollAndischen; wie deutschsprs-
chige Kinder es ausdrileken wOrden,wDate ieh nicht; sis meine Enkelinnen
in den Vereinigten Staaten waren, beAntworteten sie die Frage "Why?"
mit "eause",aber die Frage "waarom" mit hik zie het zo".

1 I
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Kind erklart, claB es etwas 60 sieht, so sal man es unbe-

sehen glauben. Ich habe es viele Male erlebt: des Kind im

Grundschalalter sieht vieles, das Erwachsene nicht sehen,

mit einer Unmittelbarkeit, die uns ganz fremeist. Ich

meine, dae diese Gabe - eine Gabe ist es sicher unter

dem Einflue der Entwicklung verbaler Fahigkeiten etwa im

11. big 12. Lebensjahr verloren geht oder abgeschwacht oder

verdrangt wird.

Nun ist es keineswegs so, daB man s ch als Lehrer durchaus

mit der Antwort "ich sehe es so" der Kinder im Grund- und

zu begnUgen brauchte. Ich babe in den letzten

Jahren Mittel gefunden, wie man diese inneren Visionen sich

sozusagen auBerlich sichtbar kondensieren lassen kann. Einer

dieser Kondensationskerne ist es, wenn man mehrere Kinder

unterrichtet, dem Kinde, das "es so sieht", aufzutragen,

es denen zu erk1Nren, die es mach nicht sehen; in der Wen-

dung vom PrOfling zum Unterrichtenden konnen dem Kinde ad-

aquate Ausdrucksmittel erwschsen. Ein anderer Kondensations-

kern ist es, dem Kinde aufzutragen: "zeichne (oder model-

liere, oder zeige), was du siehst". Kinder, mit denen man

dies treibt, geweihnen sich schnell daran, ihre Antworten,

ja schon ihre Lbsungsversuche, mit solchen sichtbaren Ar-

gumenten zu illustrieren.

Doch bleibt es oft bei dem globalen, nicht kondensierten

"ich sehe es so", das eben die Geometric im Grundschulalter

kennzeichnet. Der Geometrieunterricht in diesem Alter moge

dem "ich sehe es so" Kondensationskerne anbieten, soil

aber nicht durch die Mbglichkeit von Kondensationen be-

stimmt sein. Allen, was sich im Geometrieunterricht an

verbaler Ausdrucksfahigkeit erreichen l.nt, ist mitgenomwen,

aber der verbale Ausdruck sei nicht das Ziel. Ich habe das

Ubrigens Schon frilher hinsichtlich dcs Anfangsunterrichts

in der Geometrie auf der hoheren Schule betont. Zn lenge

hat man versucht, im Geometrieunterricht statt Geometric

ihren veAbates AutAuch zu vermitteln, und zwar Kindern, von-
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denen viele noch nicht dieses Ausdrucks fAhig waren. Leit-

ziel fOr den Geometrieunterricht auf der Grundschule sei

es dagegen, da8 Geomatie unterrichtet werde. Dem Peinge-

fUhl des LehrerS, der gerne die Gedankengänge der Kinder

sich in sauberen Pormulierungen niederschlaejen sieht, mu8

es Uherlassen bleiben, zu schAtzen, wie weit er dabei

gehen kann. Wird das "ich sehe es so" durch Stammeln des

SchUlers oder auferlegte Erkldrungen des Lehrers ersetzt,

so ist man didaktisch keinen Schritt weiter. Jeder, der

zu unterrichten hat, prilfe bei sich selber, wie schwer es

sein kann, das was man klar und deutlich sieht, auch noch

zu begrUnden. Da8 es sehr nutzlich sein kann, ist ein

Zweites, das erst durch systematisches Uben von ZWeifeln

an der Intuition motiviert werden kann.

Soweit meine Philosophie vom Grund- und Vorschulunterricht

in der Geometric; von ihr aus will ich Lehrstoff und Lern-

prozesse analysieren, so wie ich ihnen im Laufe der Zeit

begegne. Es wird Ihnen dabei auffallen, wie viel davon man

kaum els Geometric, ja sogar kaum els einen eines Lernpro-

zesses werten Lehrstoff ansprechen w8rde. Ich glaube in

der Tat, da8 wir uns zunächst einmal von traditionellen Be-

wertungen freimachen und unsere Sinne ellen Anregungen

öffnen mtissen, ;vie geringftigig sie such scheinen mOgen.

Ich fange mit einer ganz rezenten Erfabrung an. Wir sitzen

bei Tisch, Bastiaan gegentber seiner kleinen Schwester,

der Vater gegen8ber der Mutter, die Gro8mutter gegentiber

dem Gro8vater;, beim Nachtisch sagt Bastiaan (40) platz-

lich, mit seche Johannisbeeren auf dem LöffelJlen: "Es

ist soviel, wie wir hier sind". Ich frage "warum?", und

er antwortet "ich sehe es so", um aber gleich fortzufahren

"zwei Kinder, zwei.Erwacheene (sic), zwei Opa und Oma".

Vermutlich lagen die Johannisbeeren such in der Warfel-

Konfiguration der Sechs, in der wir am Tisch saBen, auf

dem Loffel, das konnte ich nicht sehen. Die Geschich-

te war kein Zufall; am ndchsten Tag im Park sagte er mit
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vier, Schneebeeren auf der Hand "das ist wie wir

zuhause wohnen". Hastiaan 1st noch ganz unaioher mit den

Zahlen, und zu zdhlen weigert er sich hartnackig. Was den

Zahlbegriff vertritt, so ist dieser, wie die heobachtung

zeigt, geometrischer Art, und des mag in deM Alter normal

sein. Unsere mengentheoretischen Vorurteile schreiben

uns vor, die Relation, die Bastiaan zwischen den Johannis-

beeren und den Personen herzustellen scheint, els einein-

deutige Abbildung zu interpretieren; sie 1St aber globaler,

nicht zu Elementen atomisiert, sondern zu GrUppierungen

strukturiert. Babe ich recht, so etwas Geometrie zu nennen?

Bastiaan spielt mit Bauersfelds WUrfelspiei er peckt die

WUrfel ein, indem er lauter rote Flachen an die Oberflfthe

bringt. Es gibt da 31 WUrfel mit roten Seiten; 3 Reihen

zu 8 plus eine zu 7 in der Schachtel entlooken ihm den

Ausruf "da fehlt einer". Ist das Geometrie?,AUs ZaunstUk-

ken baut er den Zaun eines Bauernhofs auf, "das nu5 so

lang werden wie das" sagt er und meint Gegenseiten eines

(etwas krummen) Rechtecks. Ist das Geometrie ?

Wir werden etwas sicherer in der eantwortung dieser Fra-

gen, wenn wir zu höheren Altersstufen fortsohreiten. Das

erste Jahr unserer Arnhe ner Entwurfschule ist von dem

Pujekt "Was meand" erfUilt. Es ist eine MErcheninsel, deren

Bild stets vor der Klasse hangt, urd luf Oie Kinder

schnell in ellen Einzelheiten zuhause sind. Is glbt auf

der Ii4e1 Tame, Mtth1rt, BrUcken, komplizierte Gebiude,

Anlegestellen, Wege und Wegweiser. Was steht Woh. auf

den Schildern dieses Wegweisers, r 2r wenn ein Wegweiser

mit Aufschriften gegeben ist, w- ,.onnte der etehen? Be-

schreibe einem, der es wissen will, wie man von der Anie-

gestelle zur MUhle kommtl Wie welt ist es von hier bis

da, und wo zwischen MUhle und Turn konnte ein Wegweiser

mit gewissen Zahlenangaben stehera Was siebSt du an dich

herum, wenn du an dieser oder jener Wegkreuzung stehst?,Wie

kannst du von einer Seite des Flusses auf die andere kommera
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Wk) kommt der P1n13 her?:Wie Jcletterst du auf des Merkwardi-

ge Gebaude in der rechten Ecke7,Und water eine groas

Zehl von Legeaufgaben, wo die in StUcken geschnittene In-

sel (aber in anderem MaBstab) zusammergesetat werden soli

und urngekehrt Aufgaben, gie nach Muster zu zerschnelden.

Ein wichtiges Prtnzip iPt es hlerbe, Aufgalltn umzukehren'-

Loh nenne es den Sichttoechhets "was steht auf diesen Weg-

weiser?" "stelle diesen Wegweiser auf"; "was siehst du,

wenn du bier stehst" "wo stehst du, wenn du dies siehst?"

Ein Beispiel dessen sind die Bader, die ich Ihner jetzt

zeigel sie erwiesen sich alS nicht leicbt, aber doch auc

nicht als zu schwer far die Kinder, die die Insel ja von

A bis Z kannten. Und als Variation hierauf, auch aUs einem

Milieu, das die Kinder gut Eennen, Photos des Schulgebaudes

und seines Vor- und Eintergrundes. "Wo stand der Photo-

graph?" lautet die Prage, "wie weit von der Schule ent-

fernt?" Gucken Sie seiber eirunal genaul wie stellt 40X

ads fest7,14atUrlich bei dieSen Bild stand die EaMera ganz

nahe, bel jenen etwas weiter weg, aber wie steht es mit

den und mit dem dort?,Ja natUrlion, wie weit das BOohhaus

fiber den Dachfirst der Schule"herausragt, des entspricht

monoton der Entfernung der Kmnera von der Sehulfassade.

HAtte wan rechtzeitig daran gedacht, so ware dem Photo-

graphen gesagt worden1 er solle sich zu ellen vier (oder

noch mehr) Aufnahmen auf eine und dieSelbe Gerade (stVa

senkrecht zur Schulfassade) Stellen. Oder umgekehrt, Mari

hatte ihn gerade unter verschiedenen Winkeln, aber AM

gleichen Abstand photographieren lessen. Oder man hatte

ihn an fester Stelle den Apparat senitrecht schwenken les-

sen, so dafi nehr oder weniger "Vordergrund und Hintergrund

auf die Platte kAne. Soviel Systematik lag dem Entwerfer

beim ersten Ansatz fern. Soil nun sich ihr bei der Re-

vision verschreiben?Soll man solch ein Material schon

ffir 6-7 jährige so strukturieren urd stilisierenp da0 man

da drei Paraneter sluberlich trennt, oder soll man gerade
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die Tr nnung ddeser drei Parameter von den Kindern selber

herausarbeiten lassen?.Eine prinzipielle Frage, wie welt

anzubietendes Material schon vorstrukturlert sein soll -

ich neige daza, gerade jungen Kindern das phanomenolo-

gisch reichere, in Strukturiertheit armere Material an-

subieten und auch het ältexen jedenfalls mit dieser Art

von Material anzufahgen; darum liebe let mach logische

Blöcke nicht. Je welter man fortschreitet, desto scbarfer

mdge dann die geonetrische Struktur hervortreten. Und zam

Fortschreiten bietet dies Motiv weite Perspektiven. Es

ist ein Motiv, das ran vertikal, vom Eindergarten his in

die hdchste nesse des Mathematikunterrichts entwickeln

ktinnte. Vot der qualitativen Trennung der drei Parameter

zur Behandlung des reinen Falls, wo nur einer variabrli

ist, vom rein qualitativen Abschatzen des Abstande (Nier

Blickwinkels zur Erkenntras und Pormullerung der Mx2.40imnic

der Beziehung, vom Ablesen der quantitativen Beziehwzgcn

aus der Zeichnumg oder dem Modell zur Unkehrung dleset

Beziehungen und zu RUckschlUssen, von der zeichnerisch cx-

perimentellen ziir echt geometrischen Behandlung, bis hin-

auf zur Verwendung trigonometrischer Panktionen und Metho-

den echter Feadmessung - eine Ville von. Aufgaben, In

deren Folge 4n eine Stufung des Lernprozesses klar er-

kennt. Ein vielversprechendes Motiv vertlkaler Lehrstoff-

planung, wovOn aber nichts bis jetzt erprobt cder auch nur

im Entwurf vorhanden tst. Wir haben uns noch nicht einnal'

Uberlegt, was die entscheidenden Schritte in diesem Lern-

prozed und weachem Alter sie gemad seiri könnten loh Meine

so etwas wie Oie Ldee, dad das Licht sick, geradlinig fort-

pflanzt, oder!kortkreter: die Technik, das Verhaltnis des

Betrachters zium Betrachteten in einer Zeiclinung zu objek-
-71

tivieren, wc .-das Auge des Betrachters mit den betrachteten

Gegenstanden geradlinig verbunden ist und die gegenseitige

Lege dieser Verbindungsgeraden Gegenstand der Analyse wird -

wenn könnte das im Lernprozed operativ, wenn hewudt, warm n

formullerbar verde&
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Von diegem Gegenstande wende ich micht einem zu, der von

junt etnigermaSen im 3. Schuljahr erprobt worden ist, aber

auch=schon ins 2. Schuljahr paBte: GeOmajae imaawt,

RUxzeste Gitterwege, AbstAnde in Gitter, und zwar nicht

nur in direkter Form (welchen Abstand haben A und 137)f

sondern auch daS UMgekehrte: suche die Punkte in gegebenem

Abstand von AL Mien beobachte die SchUlnr bei diesen Auf-

gaben, wie der eine frUher, der andere spSter die Symmetrie

'der Lasung erfaSt und auf die Symnetrie des Gitters grilrvr

detr mit welcher Selbstyerstandlichkeit akzeptiert wird,

daB die Lasung sich aus geradlinigen "Strecken" zusammen-

setzti und daS die den verschiedenen AbstAnden entsprech-

enden Figuren Ahnlich sind.

Aach dieSes Natty kann man vertikal planen. Wenn und wie

kann der Schiller begrOnden, daB die Ladling So ausSehen muff

("wenn senkrecht eins wegfMllt, kommt waagerecht eine.

hinzu"), daB die Lbsungen zu wachsendem Abstand induktiv

aus den vorigen abgeleitet werden können?

Meine ersten Erfahrungen mit Geornetrie im G undschulalter

beziehen sich auf Inivatubotaimungen eboutt Figmktn. In meinem

Such erzählte ich die Geschichte von einem meiner Mine,

der sich selber die beriihmte Aufgabe der Quadratverdopplung

aus den "Menon" stellte und in meiner Weise laste. Ait

einer Enkelin (und damach uiIt anderen Rindern) melte ich

es ganz enders. Ich stellte ihr die Aufgabep das gezeichne-

te Quadrat durch eines doppelten Inbalts zu ersetzen; als

es ibr nach halbstUndiger Anstrengung nicht gelang, ver-

- trastete ich sie auf spater - "es ist noch zu schwer fUr

dich, aber spAter zeige Lai es dir einmal". Vierzehn Tage

danach ken ich mit den Nagelbrett, lieB sie Von Gummirin-

gen begrenzte, schft achsenparallele Rechtecke berechnen,

lieB sie auch Figurer' mit gegebenem Inhalt umgrenzen (fUr

10 nahm sie ein 3 mal 3-Quadrat mit einem "Salkon"). Dann

umgrenzte ich ein "schrIges" Quadrat (mit der Diagonale

des Einhe tsguadrates als Seite), und sie sprang auf und
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sagte: "Das ist zwel, tind die Lbsung der Aufgabe vom

vorigen Mal". An diese Entdeckung sch108 sich eine Reihe

ahnlicher Aufgaben an, die sie sich teilweise Selbst

stelite. Eine Erwachsene, die uns,beobachtet hatte, rief
--

entsetzt sus; "Was treibst du da mit dem MAdchen, sie

kennt (loch noch nicht einmal den PythagoraS!" ich farchte

leider, da8 sie, wenn sie den Pythagoras lernen mue, die

Freude an der Geometrie verloren haben wird.

Inbaltsberechnu n w.vr1 such der Gegenstand eines Theinas

nix 8-jährige: Ein mit einem quadratischen

Gitter Uberzogene!; Rerhteck war durch Verbindungsstrecken

der GitterpunkNx in schnurrige, unzusammenhangende StUcke

vexteilt und so1 te nun parzelliert werden, in anstandi-

ge StUcke, wobei jeder Bauer dieselbe Flache bekam, vie

er aie gehabt hatte. Bei den Nindern konnte man drei

Niveaus der Behandiung beobachien, erstens das des "Ze -

lecens und Anklebens" (Fig. 1,das sch-fierte Dreieck

wird oben recht angeset-t) , und zweiiens das des lokalen

Ergarzens (Fig. 2, das zu berechnendn D::eieck wird mittels

des schraffierten zu einem doppelt so groBen Rechteck

erganzt). Bei diesen zwei vird cin gegebenes Vieleck

(Fig. 3) in Drelecke und Trapeze zerschnitten, die zer-

legend-ankUebelid oder erganzend behndelt werden; das

dritte Niveau ist Erganzung im GroBen, d.h. EinschlieBung

der gegebenen Figur in ein Rechteck, von dem der UberschuB

abgezogen wird - in einer 3. Klasse kam nur ein Schiller

ntan auf dieses Niveau der Behandlung.

Fig. 1 Fig.

1110i
Rho.
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Ich konme zurtok zu den geometrischen Leistungen des

Mddchens, das auf dem Nagelbrett die Verdopplung des

Quadrats erkannte. Ich stellte ihm einmal die (wohi

vielen anter ihnen bekannte) AUfgabe, die 1,-formige Fi-

gur in vier kongruente Teile zu zerlegen, die entsteht,

wenn man aus einem Quadrat eine Viertelquadratecke aus-

schneidet. Sie zeichnete augenblicklich die lbsung, zu

der ihre Mutter eine halbe Stunde brauchte, und die

ihrer Groftutter nichtrgelang.

Ein anderes Mal brachte ich ein Schachbrett und einen

Warfel mit, dessen Seite auf die Facher des Schachbretts

paOte. Der Warfel sollte viederholt auf dem Schachbrett

gekanteit werden, und die Frage lautete, ob er auf jedem

ifeld jede Position annehmen konnte. Das Madchen sagte zu

'jeden Kantelweg, den der Warfel zuracklegte, schneller

die Endposition voraus, als ich es experimentell nachpra-

fen konnte. Dadurch, da8 sie alias sah, war es unnOglich,

das Madchen auf Fdhrten des Raisonnements zu setzen,

dem ein erwachsener Mathematiker das Problem behandeln

wiirde.

Ich habe mnit dem Madchen, des auf der Schule schlecht im

Rechnen mt1 vial Geonetrie getrieben: was mich aber am

meisten aberrascte, war die folgende Geschichte. Ich be-

suchte meine Kinder, und wie ablich verlmnoto sie eine

Aufgabe von mir. Ich war made, und da mir nichts Geschei-

tes einfiel, gab ich ihr eine auf von einer Art, die

ich nicht Liebe: Zwei Freunde sitzen in einer Kneipe, wo

man alles, vas man vor Mitternacht bestellt und erhalten

hat, verz-hren darf, aber nach Mitternacht nichts erhalt.

Sie sitzen da, A mit 5 Flaschen Bier, B mit 3 flachen

Bier. Kurz nach Mitternacht kommt ein Dritter, C, herein,

dem nichts mehr verkauft wird. Er schlagt den anderen vat.,

den Vorrat gleich zu verteilen, und sie gehen darauf ein.

Als sie alLes ausgetrunken haben, rechnen sie ab,
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-
C legt 80 ct. auf den Tisch, die die anderen verteilen.

Wie taten sie das?.

Das M8dchen echrieb 8,: 3 auf, fing nach dam Verfahren

der schriftlichen Division an, um dann ampOrt auszurufen:

"Das geht ja nicht, warum gibst du mir Aufgaben auf, die

nicht gehen?" Ich= "Aber sie haben das Bier doch ehrlich

verteilt, und ep ging." Einen Augenblick war sie ganz

Uberrascht, und dann zeichnete_sie acht Rechtecke, die

sie Bierflaschen nannte, aufs Papier, teilte jede durch

zwei waagerechte, Striche in drei Teile, die sie Viertel

nannte. Sie schrieb in jede dieser "kleinen Flaschen" taw-

ein, was A, was B, was C getrunken hatte, und das waren,

was C betrifft, 7 "kleine Flaschen" von A und eine von

B. Sie zeichnete noch die 8 "dubbeltjes" auf, um 7 dem

A und 1 dem B zu geben.

Nach diesem "Erfolg" hatte ich den traurigen Mut, ihr

noch eine Waaserhahnaufgabe zu stellen: der eine; der

die Badewanne in 10 Minuten, der andere, der sie in 5 Mi-

nuten fUilt, und nun laufen beide zusammen. Sie zeichnete

die Wanne, einen groBen und einen kleinen Hahn, teilte

die Wanne in ein Zweidritte1, das vom groBen gefUllt w

und ein prittel, das vom kleinen gefUlit wird, Aber ver-

irrte sich schlieBlich in den BrUchen, die sie nicht kannta.

"1st das Geometric? frage ich wieder. Sicher ist es Ma-

thematik, und denen, die behaupten, Mathematik bestende

im Abstrahieren, halte ich dies Beispiel entgegen: Ge-

rade das Konkretisieren kann Mathematik sein Avnemati-

aWten ist haulSig Konfutetizieurt, tada Abzttahieten. Es ist hier

ein geometrisierendes Konkretisieren. Soil man nach einer

solchen lbsung noch fragen "warum?". Sie hat es ja ge-

sehen und mir in derZeichnung klar gezeigt, was sie ge-

HollAndisch "kwart", das sie offenbar mit "part" Mal -e- hsel
sie wuBte noch nichts von Brechen.
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s hen hat - des 1st ihr Ubrigens schon zur Gewohnhei ge-

worden.

"Eine Geburtstagsfeier mit zehn Kindern, Jungen und Mad-

chen; als die Halfte der Jungen nach hause gegangen war,

blieben noch sechs Kinder Ubrig; Wieviele Knaben und wie-

viele Madchen waren eS?" Sic "sah" die Antwort, und die

Erklarung, die sie ihrer jUngeren Schweeter gab, bestatig-

te die Behauptung. "Eine volle Milchkanne wiegt 10 kg;

wenn die Halfte der Milch ausgegossen ist, wiegt sie noch

6 kg; wieviel wog die Milch und wieviel die Kanne?" Sie

hatte grofie Schwierigkeiten mit der Aufgabe (es war Monate

vor der Bieraufgabe). Ihr Vetter - etwas jUnger hatte

gerade Schwierigkeiten mit der ersten und bewaltigte

los danach die zweite. Dabei mu8 ich sager:, da8 ich mit

dem Enkel Uber ein halbes Jahr frUher das "Gewicht" be-

handelt hatte, wahrend ich von der Enkelin nicht einmal

nachgeprUft hatte, ob sie wuBtep was Gewicht ist.

GrUen, wie Gewicht, geometrisch zu interpret4 en, ist

eine Notwendigkeit, die aber den (mit Langenmessungen

schon Vettrauten) SchOlern des 3. Schuljahres noch nahe-

gelegt werden ma, die aber dann auch schnell akzeptiert

wird: man laSt Gegenstande auf der Waage (ohne Gewichte)

vergleichen und aufgrund dessen linear anordnen. Die bei

den Langen offensichtliche Linearitat wird ohne weiteres

auf die GeWichte Ubernommen, wahrend Pragen, die auf die

Transitivitat der GröBerbeziehung abzielen, gar nicht

verstanden werden.-Man denke einmal selber gut darUber

nach: die lineare Anordnung ist etwas geometrisch global

Gegebenes, das auf weite Strecken durchaus genUgt und

keiner Analyse - etwa mittels des Transitivitatsgesetes -

bedarf; sie ist auch gegenUber der Transitivitat das

Primare. Wenn wir als Mathematiker die lineare Ordnung

vom Transitivgesetz her verstehen wollen, so haben wit,

wie es sich fUr den Mathematiker gehOrt, wieder einmal

die Dinge auf den Kopf gestellt. Wenn wit des Ergebnis
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dieser Wendung Kindern auferlegen, so begehen wir e

(anti) -didaktische Inversion. Ich habe mich mit zah

reichen sehr konkreten Ubungen dawn Uberzeugt, daft

8-jahrige das begriffliche Schema der Transitivitat tiber -

haupt nicht verstehen ("wenn du schneller laufst als der,

und du schneller als der, was ist dann mit dir und dlr

der,Fall", wobei ich die Knaben jeweils mit dem Finger

anzeige). Dagegen lösten alle 8-jahrigen, nachdem das

Gewicht (als lineare Ordnung) erfahren und konstituiert

waro ohne Schwierigkeit Aufgaben mit zwei gezeiehneten

Wippen, wo A oben und B unten, B oben und C unten Satf,

und gar solche mit A und B zusammen oben gegen C und D

zusammen untent neben A unten gegen C oben.

'Ea ist natOrlich ketne Frage, ob man SchUler dieses ;Altera

wie heute sehr gebrauchlich - in der Arbeit mit der Trail-

sitivitat, etwa durch Pfeildiagramme explizierter

lationen trainieren kann; wohl ist es die Frage, ob des

irgendwelchen Sinn hat. Denn worauf es ankommt, ist des

Mathematisieren realer Situationen mittels linearer Ord-

nung.

Wie schon betont, ist so etwas durchaus nicht selbstVer-

standlich. Beim Gewicht verlangt es von 8-jahrigen !loch

einen Lernproze8, und das gilt sogar - man sollte e$ gar

nicht glauben bei der Zeit. Die Differenzierung der

Vergangenheit ist ihnen noch nicht recht bewu8t. Dneer

Thema "Zeit - Liinge - Gicaphite fing mit der in der Generationen-

folge (Urgroftutter, Urgrodvater, GroOmutter, Mutter) bild-

lich konkretisierten Differenzierung der Vergangenheit an;

es fUhrte dann zur Technik der Zeitachse, auf der Makro-

und Mikroablaufe abgebildet wurden. Dann kam als erste

Graphik die Langenentwicklung eines Sauglings ein Techt

natUriiches Beispiel, da der Saugling in seinen Entwick-

lungsstadien der Lange nach sozusagen auf der Tafel Auf

die Zeitechse gestellt werden kann. An der Steilheit der
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Graphik wird spontan die Wachs umgeschwindigkeit - quell-

tativ abgelesen. Ein Zeichenfehler des Lehrers (ein zu

kleines Intervall) auf ler Zeitachse), der da ein schnelle-

res Wachstum vortäuscht, wird els soleher erkannt. Es

folgen Zeit7_Weg-Graphiken, die eine komplizierte Reise-

geschiehte illustrierten, und aus denen umgekehrt charak-

teristische ZUge der Reise abgelesen werden.

Ist des Ge etrie? Ja, wenn such in einer anderen Funktion

els bisher, wo es auf das Erfassen des Raumes ankam. Es

ist hier mehr Deutung des Raumes, nicht um ihn zu verstehen,

sondem um mittels des Räumlichen anderes der direkten

Auffassung nicht zuOngliche BegriffliChe zu verstehen. Es

ist das Geometrische nicht umseiner selbSt willen, son-

dern - wie man heute auch sagt els Modell, die Kurve els

Modell der Funktion, die Gerade els Modell der linearen

Funktion.

wihattn,t4 und Phopoktion sagte man frUher statt linearer

Funktion und diese AusdrUcke sind immer noch ze1tgem8B,

wenn auch der globalere AnsatZ, von der linearen Funktion

her, der entwicklungsgemKBe ist. Ich habe den VerhAltnisbe-

griff didaktischphXnomenologisCh nfter untersucht darauf

will ich hier nicht eingehen. Es ist wieder ein Gegenetand,

der zu vertikaler Lehrplanentwicklung herausfordert: wir

'haben uns seiner nooh nicht genUgend gewidmet. Wie stark

mit Geometrischem verbunden er eingefUhrt werden kann,

zeige ich Ihnen mit einem Trick, der auf jedem NiveaU

auch auf dem Ihrigen - wieder Uberrascht. Ich lege etwas

auf die Projektionsflache. "Was ist dasr "Ein Kreisl"

"Es ist eine MUnze. Welche?,... Keine Antwort?, Ich

lege etwas hinzt. und sage Ihnen, den es ein FOnfmarkStUck

ist. Was war die erste MUnze?,... Und dieses ist ein

UeimarkstUck Und dieses ein FUnfr Ja, des erste

war ein Zehner,"

Um eviel vergr5nert die Projektion?,Betrachten Sie den
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stlft auf der Platte. Hier habe ich genauso einen in mei-

ner Hand. Wie kann ich sie vergleichen?,Sie nebeneinander

halten?,Nein, dann sind sie gleich gro6. Ja, wieviel ver-

gröBert die Projektion?

Sie verstehen wohl, da6 dieser geometrische Einstieg wir-

kungsvoller als der der numerischen Verhaltnisaufgaben ist.

Ist es Geometrie7.Wer möchte es leugnen?,Doch fehlt diesem

Gegenstand noch der Reichtum wahrer Geometrie, wie wir

Mathematiker ihn in klassischeren Ansatzen 3..17`.1tzen.

Ich hatte bei uns natUrlich wiederholt Ab-' dungegeometkie,

von den Spiegelungen herkommend, propagiert; vor etwa

einem Jahr batten wir schon damit auch in der Grund-e,hu-

le - experimentiert, aber es paBte schlecht in den Rahmen,

in dem wir damals arbeiteten, und so blieb es schlieOlich

unerledigt liegen. Sicher mdssen wir darauf zurtickkommen.

Meine Mitarbeiter fUrchteten damals und fUrchten wohl

auch jetzt noch daB der Begriff der Abbildung-bei

Lehrern und SchUlern nicht teeht einschlagt. Ich teile

diese Furcht nicht, aber verstehe es, daB man vorsichtig

.ist.

Was wir nun fill- die 5. Klasse entwickelt haben ist ein

Thema "Zeit, Ab6tand, Guchitandigkeit". Die Versuche fingen

mit der Geometrie des WUrfels an, und das funktionierte,

wie mir von vornherein klar war, ausgezeichnet. Es gab

uns Mut. Zur Kugel, unserer Erdkugel, mit ihren Kreisen,

Gro6kreisen, Breitenkreisen, Meridianen - und immer tiber-

mUtiger wurden wir. Antipoden auf der Kugel suchen und

auf der Merkatorkartei Das net war die Reise um die Er-

de, bei der man einen Tag gewinnt oder verliert. Um das

zu erreichen, war allerlei notig. Wie geht die Sonne auf

und unter?,Wie mi6t man ihre HOhe?Wie entnimmt man einer

Graphik, wann groBer und kleiner Zeiger der Uhr einander

einholen, wenn entgegengesetzt die Rennbahn Umkreisende

einander treffen, und wie wendet man die Graphik auf den
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Ich denke, daB es em gelungenes StUek ist, noch nach a en

Seiten offen zum EIrIbAV in GröBeres, zur Integration mit

anderen Fachgebieten, zum Experiment und zur Analyse. Es

soli Ihnen heute nachm ttag in Einzelheiten gezeigt wer-

den.

Die NachinittagsDemonstration, die ich in meinem Vortrag

erwahne, wurde von Herrn L.Streefland ausgefUhrt. Von deM

Unterrichtsheft "Zeit, Abstand, Geschwindigkeit auf unSerer

Erde" wurde eine englische Ubersetzung verteilt. Der Tnhalt

sei hier skizziert.

Das Heft gipfelt in der Erklarung des Zeit"gewinns" o

-"verlustes" bei einer Rundreise um die Welt. Es fangt mit

Kreisen auf der Kugel und Antipoden an; ekstehen auch Kar-

ten da, und auf einer Merkatorkarte sollen von Punkten Anti-

poden ermittelt werden. Die H6he der Sonne soll bestimmt wer-

den; das fUhrt zur praktischen Winkelmessung. Wie bestimmt

man aus der Lange des Schattens eines senkrechten Stabes die

Sonnenhdhe? Wie verlaufen Sonnenhbhe und Schatten im Laufe

des Tages? Ortszeit, Zeitzonen Und Datumgrenze kommen an die

Reihe. OrraPhische Darstellungen der -ZUgbewegungen nach einer

Kursbuchseite, das Begegnen und Einholen, auch auf der Renn-

bahn. Wie schnell dreht sich die Erde auf versohiedenen Brei-

ten? Tageslange in Abhangigkeit von Breite und Jahreszeit.

Das Wettrennen der Zeiger auf dem Zifferblatt, die Zeiger-

stellung graphiseh dargestellt als Funktion der Zeit. Und

schliealich analog das Wettrennen von Sonne und Rundreisen-

dem auf der Erdkugel, mit der Sonne und gegen sie, zur Beant

.wortung der im Anfang gestellten Frage.
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":"ATHE A r I CS

Yashop, Cambridge

There are three concerns which have motivated me to give

this paper. They are:

(1) the fact that Geometry appears to be an irrelevant

pursuit to many children.

(2) the fact that just as many children, if not more,

have a lot of difficulty learning Geometry, and

that the recent reforms in Geometry teaching

have had some good effects, but lack a binding force,

a unifying idea, which would help to make Geometrical

deas relevant and accessible to a majority of school-

children.

The diffiAAlty is always that those involved with reform

are often Mathematicians who a) do not have difficulty

understanding Geometry and (b) do not see Geometry as irre-

levant. It is extremely difficult for such people to

appreciate the difficulties and conceptual bc.rriers faced

by "normal" children, use the word "normalr not because

I think that there 1.- Tlig strange with people such

as ouraelVes but b# -1-;ause we are not in the majority.)

But the most important problem is that Geometry is thought

of by such people as ourselves as a branch of mathematics.

The truth is that Geometry is much more than just n branch

of mathematics. The reforms in geometry teaching have

emphasized the mathematicatne44 of geometry - that ie4 they

have sought "Unification" by emphasizing those aspects

of geometry which make it similar to algebra and other

branches of mathematics. Now, I could label everyone here

as "Mathematicians" which would empha ize certain similarities
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which we might share, but it would undoubtedly ignore ol.:

different interests, motivations and personalities. In

just the same way, labelling geometry as "Mathematics"

Ignores its particular interests.

I suggest to you today .0at what is wrong with geometry

teaching is that it has lost sight of'its essentially

visual and spatial roots.

I did want to call my lecture "Visual Geometry" but that

sounded so strange that I decided not to use it in case

nobody would come to listen to me. Also it would have

suggested that I could recognise another part of Geome ry

called -"Nen-visual Geometry" and that I cannot do. So

have called my lecture "Visual Mathematics" as that is

what I think Geometry should be. Therefore, in this lec-

ture, I would like to iscuss two key components of

Visual Mathematics that I feel are both important and

misUnderstood by teachers, and also to look at some of the

wider implications of trying to teach Visual Mathematics.

1. Ilium 619

This is a known and accepted part of a Mathematician's

methodology. It has been clear for a long time that Mathe-

matics is a subject which depends on two very different,

yet complementary, modes of thought. The first-has a

creative, "hunch" playing, almost aesthetically-pppealing

nature whilst the second is much more cold-blooded, ana-

lytical and objective. The first is -characterized by

"intuition" and the second by "logic", and the history

of mathemat cal development is the story of the interplay

between the - two aspects of the subject.

But what is the essential difference between these two
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asPects? Hadamard, in his loo k on invention i heMe-

-s f:11, obtained accounts frow loading mathematicians

about howthey think in mathematie. s book inc udes a

letter from Einstein which is most illuminating,, Anongst

other things. Einstein savst "The words of the language'

as they are written or spoken, do not seem to play any

role in my mechanism of thought. The psychicakentities

whiCh seem to serve as elements in thought are certaIn

signs and more or less clear images which can be "voluntarily"

reproduced and combined ... There is, of course, A certain

connection between those elements andorelevant logical con-

cepts. It is also clear that the desire to arrive finally

at -logically connected concepts is the emotion& l basisof

this rather vague play with the above-mentioned elements.

But taken from the psychological viewpoint, this combina-

toryjolay seems to be the essential feature in productive

thought - before there is any connection w th lOgical con-

struction in Words or other k nds of signs wh oh can be

communicated to others."

Newimn E2] also refers to this duality of Mathematical

thinking: "How can mathematicians work and make discoveries

if they are to abstain from any geometrical intui.tion? Of

course, they don't abstain. The double life of Mathematicians

is a familiar fact to all who have been expoaed to E " ana-

lysis. They know that diagrams and graphs are the lifeline

by which we survive amid the rough seas of hard inequali-

ties. ... One of our purposes is to use some of our geome-

trical notions.... as a guide, as we grope cur way towards

the proof of a new theorem. When it is found, we sha

carefully remove all trace of geometry or mechanics

our strictly axiomatic proof; and the man who reads

will probably put them in again as he grapples with the

arguments."

Both Einstein and Newman seem to make a disti etion between
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the veAbat nature of logic and the vt ea nature of intuition,

since clearly wo_ds are a one dimensional mode of communica-

tion and thought, whereas visual imagery is 2 or more di-

mensional. Einstein again points to this when he says,

concerning the entities referred to before, that they

are "in my case, of visual and some of muscular type.

Convential words or other signs have to be soUght for

laboriously only in a secondary stage".

Of course, these two are not the only mathematicians who

talk of visual idIT-Is in mathPmat SI

Hardy [31 says "A mathematician, like a painter or a

poet, is a maker of patterns". Hermann Weyl 1411 says

"I return to relativity aS an illustration cf this first

important step preparatory to mathematical analysis, the

step guided by the maxim,'Think concre, ly!'", and there

are many other mathematicians who say ilar things.

This paralleling of intuition with visual imagery is not

only interesting, it isextreMely productive, since it

provides us with concepts and tools which are likely to

be of much more use to the teacher. You see we can now

talk about visual abilities and explore their relationship

with mathematical abilities.

Visuai abilities can be tested and, tO a Certain extent,

measured and this enables us to judge quantitatively the

extent of the relationship between visual abilities and

mathematical abilities. (Furthermore, the use of such

tests Can help us to see if we can cause any changes in

a child's abilities, by teaching in particular ways).

Is there any evidence then, from using tests of visual

abilities, that any relationship exists? Indeed there is,

and perhaps McFarlane Smith's book [5] contains the most
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thorough account. Whilst not perhaps totally 1,erifying

his hypothesis that spatial ability is the greatest

determinant of mathematical ability, the data from the

many studies reported in that book leave one in absolu-

tely no doubt. Ability in mathematics, particularly geo-

metry, is correlated very highly with ability on spatial,

and visually oriented, tests.

But are these visual abilities innate or can they be

developed by certain types of teaching? Evidence from

various research studies is beginning to emerge which

suggests that teaching methods tan affect visual abili-

ties.

Varlev ond others [61 have just published an article

called "Training imagery roduction in young children

through motor involvement", Fogelman [71 has written

on similar lines in an article called "Modern mathema-

tics and intelligence tests" Our

has

and

also shown a relationship bet

spatial ability. In all these

own research [81

een certain teaching

experiments the teaching

invlved the manipulation and experimentation with appa-

J7 the sort with which -sh Primary Schools are

stimu

-.:tainly the abundance

3orts in a P ry sch

pparatus and equipment

makes it a much more

Log visual environment than it used to be for the

young pupil. What ts interesting however that the

apparatus is not usually regarded as a prime source of

visual stimulus, neither is it bought primarily for that

purpose.

In our research, time-pressure made it impossiele to study

in a controlled way the long term effects of using appa-

ratus so we decided to compare the visual abilities Of

children who had been to different Primary schools, those

whi .h used a great deal of apparatus in their mathematics
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teaching and those which did not. In order to reduce the

effects of locality, background, etc. 4 situations were

studied where children from the different Primary schools

entered the same Secondary schools, and in all but one

of the situations the children were tested in the Se-

condary school.

The pattern of results overall was impte- ve - children

from schools where apparatus was used extensively scored

much higher on visual tests than children _El:or% schools

where minimal use was made of structural apparatus and

the like. This was also the case when children trom the

two types of schools were matched by intelligence quotient,

and the results were supported by the analyses of answers

to an attitude questionnaire. This questionnaire was

designed to show up differences in attitude towards Arith-

metic, Algebra and Geometry, and in general the "appara-

tus" ,ltildren showed a distinct pr,-ference for C2ometry -

a preference which was not shared by the other children.

This is particularly instructive since, in the main,

the structural apparatus was design- 1 to improve the

learning of Arithmetic and Algebra, and was purchased

for that purpose.

.arly then we have here some justficat on for wel-

coming the increasing use made of structural apparatus

in Primary Schools. Not only does such apparatus enable

better understanding of number relationships to be deve-

loped, as has been.widely recognised, but through involve-

ment and intc.raction with this apparatus the pupils come

to develop that Vist16- imagery which is so essential for

later diagram and geometric work.

But this apparatus work only to be carried out in

Primary school? Surely if people are deficient in visual

ability at any age, they ought to benefit, almost in a
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remedial way, from work with appara us. We investigated

this aspect with some 12 year old girls. The activities

were chosen to be motivating to girls of that age an0

involved tangrams, spirographs, tesselations and paper

folding. Various relationships were explored by the girls

and "free play" was encouraged also. The tosching was in

four half-hour sessions spread over four weeks with Spatial

testa given b ire and after the teaching. As one would

expect, using the same tests twice, there was an inciease

in the ,
:nit in this case the increase was much

larger han usual. On one test in particular the mean

percentage gain was 25 % and there was no doubt, on closer

irspection of the tests of girls whose individual scores

had greatly Lacreased, that there was a marked difference

between their abilities before-and-after the teaching

which could not be attributed to the test-retest effect.

Results of this type are well supported by other research,

and theorizing, which shows the necessary relationship

between "action" and "imagery". One could quote many

psychologists here but let me mention a sentence or two

from-PlAget "Geometrical intuition is essentially

active in character. It consists primarily of virtual

actions, abridgements, or schemata of past, or antici-

ptory schemata of future actions, and if the action

itself is inadequate, intuition breaks down".

We must remember hero that Piaget was referring to young

children and it may be the case that older children or

adults can train themselves to form images without the

need to perform the actions, perhaps by recombining

previously learnt memory images. Nevertheless, lacking

such information, one must say that it is extremely

encouraging to see the extensive use made by the sensi ive

teachers of apparatus-manipulating activitiOS of all
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types. It is also good to see these activities goin

in the Secondary as well as in the Primary schools. In

fact there seems Ix me to be no reason why practical

activities shculi.. not play a part in all levels of teaching -

I have seen such methods used to good eftoct with under-

graduates and with teachers on in-service courses.

Here is a list of such activities and materials which I

feel are poxticularly useful as image-provokers:

Tesselations, pattern-blocks

Tiling patterns, tangrams

Paper folding and cutting, Origami, nets of 3-D objects

String exercises, knots, patterns, loop-cutting

Geoboards > dot paper > graph paper

Altair design paper

Mirror cards. The Mira.

Shapina plasticen -vautting it in different ways

Rubber sheet drawings

Containers of various shapes and sizes

Game9 such as 3D noughts and crc,sses c- ac-toe)

I expect howevr, that what I have said in the last fife

minutes was no "news" to most of you, it probably only

confirmed what you either knew or believed. So let me

extend now into 4n area which may be novel to you. Even

if we know about actions giving us our imagery, this does

not help us to understand why, for example, people differ

so markedly in their performance on tests ,.)f spatial

ability.

Leaving aside the skills of drawing, which I will refer

to later, the other important skill appears to be the

ability to look at one's images, if I can describe it

that way.

183
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Let us take Hebb's definition of im gery Flo]. "The occurence

of mental activity corresponding to the perception of an

object, but when the object is not presented to the sense

organ". in other words to look at'your image you must

recreate for yourself your perstption. But how do you

create your perceetion in the first place - you look at

first one part of the object then at another, taking in

various details, in exactly the same way as you feel your

way around an object (Piaget calls this "centration" and

he says that the only differew.l'e between visual centration

and tactile centration in that the first can take in more

elements simultaneously than the second).

So if you close your eyes and try to imagine a sports car,

you will find it is not possible to have a complete image

of the car - rather that you will notice first one part

and then another and your eyes will move as you look at

the different parts. By this means-you gradually build

up the picture for yourself but you can never see the

whole picture at one instant. The image is not like a

photograph.

Some people claim to have -0'Jtographic memories, they

would be more corxect if they said they had cinematographic

memories because they are not always aware of the movement

which is part of the image, 31Lic:. say that they can

remember, like a photograpn, the p, of a book, but i

you ask them to read the words backwards, starting from

the bottom of the page they can only do It with extreme

difficulty and sometimes they fail altogether. (7ou can

see the same effect if I ask you to spell the word Mathe-

matics" backwards).

This then is part of the process of seeing one's images

.
and it does seem that people differ markedly in their



174

ability to do this. I would speculate that one of the

reasons is that begause we can see we don't need to use

our imagery very much. In short, we have bemole lazy. But

if you can't see, your ability to use imagery is vital.

Have you heard the old saying "if you are lost, ask a

blind man the way". I believe it is possible to train

people to use their images more, firstly by making them

look at their images more. Here are two exercises one

can give children from the age of 9 onwards (I've not

tried them with younger children, but I'm sure some could

do them successfully).

Close your eyes. Imagine a triangle. Label the vertices

A, 8, C,. Now answer these questions (to yourselves of

course).

Is one of the lines horizontal?

Is one of the lines vertical?

Which point is the highest?

Which point is the lowest?

Which point is furthest LJ the Left?

Which point is furthest to the right?

Is angle ABC acute?

Which is the largest angle?

Which is the smallest angle?

Which is the smallest side?

Which ist the largest side?

Open your eyes.

There are of course many variations 0n that theme.

(I wonder incidentally how many of you imagined an equila-

teral triangle?) This next exercise uses numbers but it

still concerns visualizing. Imagine the number 2597
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Whi h dIgit _s on the l.ft?

Which di5It is on the right?

Which digit is the largemt?

Which digit is the smallest?

Which 2 digits are in the middle?

What number do -ou get when you read it backwa..d0

Perhaps you find these too easy - remember we al'e talking

about children and this is not meant to be a test but

an exercise to improve their skill at looking at tveir

images. (If you are like me the difficulty is one of

memory - holding as much of the image present as possible).

I would suggest that exercises like thia must be of bene-

fit to children, and of course they can use all types of

objects as the image to work on. Here are some other

examples which might test yout imagery (only one question

for each image).

1. How many edges has a etrahedron? (6)

2. If PQ is an edge of a -ube, how many faces contain

neither P nor Q? (2)

3. In a regular hexagon ASCVEF do the following 3 lines

intersect at the same point? AD, CE, 6F (No)

4. A clockface is rotated so that 3 is at the top. The

hands, which don't change, originally showed half-past

four. What time do they show now? (Quarter to eight)

S. How many small parallelograms will be formed if 3

parallel lines intersect at 45° another 3 parallel

lines? (4)

We have used many other exercises and I can assure you

that t is not difficult to invent such tasks. We have

not however oompard any of these exercises with each

other so I cannot say which ones are more effective for

training. Another idea here is that if you had difficulty

6
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:h those exercises you prlhably wished you could have

dra-n the diagrams on paper. You might consider drawing

the diagram "in th;Hat::" al a help to producing an image

to operate on. I have tried this with younger children

and it does help them, )111.t of course they must not use

this all the 'ime. Incidentally this can be a problem,

too, with apparatus. Some children will not try to ope-

rate without it and I have seerpteachers encouraging

pupils to leave the apparatus by saying such things as,

,Lor example: "Now close your eyes and imagine what will

happen to the blocks when you do that", "Then do it and

lee if you were right", and "Put the coloured rods lie-

hind your back. Now give me the blue one".

I was surprised when I began on this research some years

ago that I could not find any references to the use of

activities such as these in schools and it made me realize

that it was a very misunderstood and neglected area.

(If You still find it difficult to evaluat , think about

the uses and value of MentalArithmetic and clt what I

have just been talking about "Mental Geometr-".)

In fact the only de ailed reference I have found on this

is in a book called "Mathematfcal Education" written by

a man called Branfo d [11] published in 1924. Mc gives

excerpts from a mental geometry lesson with bLird child-

ren. Remember as I read this that the teacher is also

blincl. You might also care to elcs1 your eyes and jol_n

in the lesson.

"I began the le son by asking them to imagine an eqPi --

teral triangle, which I named A 8 C, reading from the

apex, anti clockwise. (The base line BC is horizontal)

Then I asked what direction the line BA would take if I

87
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produced it. The answer was to the right. What direction

will CA take if produced? Answer, to the left. Now, let

BA be produced as far as B is from A, and do likewise

with CA. Now, write V and E at the extremities oc the

produced lines. Suppose now that we join VE, w at do you

observe? At once a boy answered, the line will be as

long as C. (Note the rapidity,and comparative complexity

of this intuitive conclusion). Anything else? Yes, we

have made another triangle. Well, what else do yc,u notice?

Two of its sides arc equal. To what? To two of the sides

of the bottom triangle. How many sides of one are

equal to -?

Before 1 got _urther a boy answered thre... 1, is there

anything else? The angle at the apex of the top triangle

is equal to the angle at the apex of the bottom one. Let

us take these triangle from the wall, and lay them on

the floor. One or two at once said we might lay one on

top of the other. If we do, what shall we discover?

The one on top will fit on the ohe on the floor".

YoU may open your eves again now.

Remember what I said about being lazy visualizers because

we can see!

2

If "imagining" as I have just described it may be a con-

troversial area, there can be no doubt that the ability

to draw and represent objects and ideas in a non-verbal

or non-symbolic way is an important ability. This is true

whether one is talking about a mathematician or a biologist,

a geographer or a phys cist.
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But just because a person has an lisa soMething doe5

not of course mean that he will be able toldraw that

image. That, more than anything else, is a learnt und

practised skill. But drawing, particularly in a geometri-

'al context, rarely seems to be taught specifically. For

r,oMe people of course, drawing comes easily, but for the

,tiority of us it is a far from easy skill. First of all

Ilst distinguish between two types of drawing - copy-

)n d abstract representation. In the first, the aim

nut down on paper some shape which one can see

2 one. This type of drawing is especially important

in D work and in Britain a great deal of this is done

limier the heading of "Technical Drawing" (Technical Design

n other countries), so-called because of its engineering

connotations. Words like Plan View, Side Elevation, Front

Elevation will probably strike a chord with some of you

but for the other people I witl -,,cntion an exercise

which will illustrate the generai idea. Try to think

of a shape which, when viewed in the x-dimension is a

square, in the y-dimension is a triangle, and in the

z-dimension is a circle. The idea, then, is to represent

any shape by means of its 3 projections onto the x, y

and z planes.

This is, of course, not tle only way to represent 3D

objets indeed one can find books entitled "3D scale

drawing" with many techniques illustrated and described

Li4 Peraps we would har fewercomplaints about students

not being able to "think in 3D" if teachers took the

trouble to ]eern how to teach d awing skills.

Another book [131 I have come ac oss :alled

"Exercises in Graphical Communication is many

exercises for drawing freehand, (i.e. with% aids).

That these drawing skills can be 1.2arnt is in absolutely
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no doubt.

Oi course we are helped these days by such aids as

isometriu graph paper, but it must be remembered that

is..metric projection is only one form of projection,

others may produce a far more re-listic representati n:

'Far greater realism is produced by steroscopic pictures

and Gregory in his book "The Intelligent Eye" [14] makes

reference to a drawing instrument he has invented which

can draw sterosoopic pictures on a white wall-board.

Drawing maps and plan-view constructions of th'e class-

room or a toy or the schoc -building are also very use-

ful activities and need not be accurate in terms of

numerical scaling, to have the desirable effects. Pri-

school children are certainly capable of this type

activity and one book I was reading recently on Geogr-

teaohlw,, .!15] has the following sentence in it: "The

generi7a.tion that school-entering six-year-olds cei .

read and make maps is treated now as the base-line datum

for qovf_lopmental studies."

Importafi :.!opying skills are however, in

oometry i.leed in mathematics generally we use many

abstract representations - thAI- is, representations of

ideas, of relationships and of operations. There is a

very complicated and sophisticated visual vocabulary and

grammar to be =;:arnt by the pupil, with many conventions

and rules to be followed. Make no mistake about it this

is a most difficult o.rea for our pupils to understand

and it is my b:.lief that they need much more help and

190
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st uctured tea-hing than t em to receive at present.

For a start there are so many types of visual represen-

tations which we use in mathematics, vet nowhere have I

seen any attempt to analyse these and organise them into

a coherent structure. I have made an attempt to do this,

but I must emphasize that this is only a beginning.

(See Fig. 1) I have omitted 3D representations from this

chart and I am sure certain other representations are also

omitted. But the chart does help to show some order and

coherence in the vocabulary of our representations. You

will see hat there are three columns and three rc,

The three rows are firstly one dimensiorql line

drawings.

3r:1

The three columns are called Topological, Non-topological

non metric' and metric. Thus in the column classed as

topological, the only property which remains invariant

is that of connectedness. The method of representations

is unimportant and there is no metric involved. Thus

with B the order of A 8 C must remaln

unchanged but the distance fr'm A to 8, A to C and B to

and the rnpresentation used to connect the letters are

arbitrary.

With the next column that of non-topological non-metric,

connectedness is again preserved and the nz.t4c1 of the

components of the diagrams also remains invaicijnt. Thus

a straight line must he represented as a straight line,

on obtuse angle as obtuse,a circle as a circle etc., but

the length of lines and sizes (in degrees) of the angles

is unimportant.

For the metric column the two properties mentioned above
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Non-Me tric

Metric

Number line

bar chart

irrovgrapha

dot diagrams
esian and polar)

flow diagrams

networks

Pascal's Z1

I

I

continuoua graphs

Venn diagrams Eucl.d_ n geometry diagrams area diagrams

tiling eaaell )

Carroll diagro

mappings
rani-ormmtions pia charta

Fkm,e,

Fi2



remain Inva lant and i third invariant in added Lo them

- that of A number or a metric. Thun n length of

IS alwayn represented as a longil of ?ern, (using a

suitable neale) and nagl ar,- rpresented accurat

Here, then, I pre' ht 4 ftrNL list of difivrent surtm

I.iI r I I ml In f ono!1 of their
thVariantn. The language and thc., Iii ocIt n';n oned aro

oxtramely tentative lnf ih 'Ia:ntficitIoi
open to disegunien.

fn of court;

Whether th to chart rep resentn t_hc v I oua I tlyllahus fOr

the Lealler to work !_hruujh or a store of possible

entatiGns for thu pupil to draw from, wo must be

of the conventions which each represuntation

umploya.Stranaolv it is often claimed that words are

ambiguous whereas a diagram is not. This ambiguity is

only one of degree however as these two diagrams

II I us trate :

Some c nventions can he very confusing. For example, in

this Venn diagram

1. 9 3

the lettnrs A, 8 are meant to
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to the sets ins ith 2 Ole two curves, not to the sets

outside, which the letters aro placed.

I often wonder whether teachers in fact are aware of

the conventions they aro using. Per example, they will

y "Let us draw any triangle" and then they draw one .

pil mav feel, quite rightly, that you can only draw

one, not any. Ii doesn't help of course for the teacher

te talk about drawing a "general" tr n le - again, you

can't. it does )o good to draw th b and to

say It doesn't matter what a, I and c are. You might

nk, and say, that at least the triangle is non-specific.

This Is implying that ft isn't equilateral and it isn't

isosc e it isn't right angled, etc. But as soon as it

is drawr, it is a specific, particular triangle.

Other problems are caused by the fact that the teacher's

blackboard is vertical whereas the pupils' books are

usually flat on a horizontal desk. Consider these phrases:

4"The y-axis is vertical and the x-axis horizontal",

"What's the height of that triangle?", "North is up",

"Drop a perpendicular". Considel the transformations

which the child must learn to ce - with those.

One tactic which teachers do adopt to overcome this

problem is to verbally describe the diagram, indeed

it is very rare to see a teacher present a diagram and

say nothing about it! This does seem to be a potentially

dangerous tactic in that the teacher converts the two-

dimensional representation into a ono-dimensional sequence

of words, and this implies to the child that he must look

at that diagram in that one way. Diagrams, however, are

net to be looked at in one way by their very nature,

just as one would be dis-satisfied by somebody else's



defter tton of a boauLttui piluti ro, hut there could be

a value for tbo untutored Qt e, JOst as ono can learn a

great deal from an export artist desertrdng what he can

see in a particular painting. The difference ts that the

export is really explaining about the h_idden conventions

which aro present in his diagram, andwhich an expert alone

understand, Anothor value for verbally describing

a dtagram is that it can provide a focus that in not

neeosnarilv ohvioun. In other wards, the teacher could

explain what the diagram is trying to represent, but as

any form of communication, he Must Rot expe

diaqrom will always succeed.

I feel that there is another technique which has even more

merit. This is ac uallv building up each diagram in front

of the pupils and it is surprising that it seems to have

a slightly unprofessional connotation. One suspects that

the pressures of mass media have undoubtedly helped to

create this feeling; for example, with the increased use

of overhead projectors has come the increased pressure

for beautifully prepared diagrams.

,

Of course, as well as helping pupils to learn t e visual

conventions this diagram drawing enables them to learn

how to draw diagrams themselves - a copying or imitative

technique.

There are many more things one could say about representa-

onal techniques here but let Me mention just two more.

Consider giviug the pupils, as an exercise, the following:

Drar as many diagrammatic representations of

2 N 3 - 6 as you can. Consider what each has

to offer as a possible starting-point fo

further generalizations.
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Also what about a visual proof. The nicest one r have

seen is given by Richard Skomp In his book L16 J"The

Psychology of learning Mathematics":

Tho use of diagraMs and other visual representat on for

communication purposes iS now very sophisticated but I
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feel that we in mathemat ical educa ion are not exploiting

s mean of mnmunication to the fullest. As a modest

example of what can be done, can I say that 1 have taught

a lesson lasting hours, to a class of 9Ycars old children1

introducing them to algehra, without sav.nq a single word.

Communication wan solely hv means of d1irjrams 6ymhol

and thi! occas:enal geniure.

On gi sat ly I had planned to complete lecture by dis-

cussing the one of visual imagery and liagramminl in the

solution of problems. However when I d my copy of

the Conference programme 1 discovered that my good fr end

Trevor Fletcher has as the title for his lect "Geo-

metrical insight and solution of problems".

I am very happy to leave that topic therefore in his most

capable hands.

therefore finish this way.

Perhaps 1 can permit myself a little speculation as to

what might be some of the implications of introducing

this "diet" into schools. I think' first of all that it

likely that this type of work would be extremely

valuable for future scienti ts, for future engineers,

for future draughtsmen, for future architects, fOr future

teachers, for future artists, for future advertising ex

perts, for future designers of all objects from town

planners to shoe designers and of course I feel it would

be valuable for future mathematicians. These 1 Jcnow are

far from modest claims, but I feel that they are justified

particularly when one looks at today's geometry which so

many children

futu

relevant to their liVes and
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Another implication is that l his typt of geometry

to be taught well then other teachers as well ag the

mathematics teachers should he inVolv d Certainly

science, geography, technical ijn art, and work-

shop teachers could contribute a groat deal to help

make children more Visually developed. We might even

see a new word or two coming into the curriculum to

dencribe thin intcrdtsciplinary vinuai work I ,

iL described in an article an "Craphicacy", with the

aim being to make children more"Graphicate". I don't

think much of the word but I agree with thv -entiment

that lies behind it.

If what _ have said seemu to ha e ii ttle to do w th

geometry ah mathema ics thou I have been successful,

because what I net out to do wan to tocun on two

visual aspects of gcoMetry the mathematical aspects

will, I am certain, be emphasized by other speakers.

98
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A COMBINED ALGEBRA-GEOMETRY CURRICULUM FOR JAPANESE SECONDARY

SC MOOt 5,

S. Iyenaga (Japan)

me begin by giving first some general explanations of

thc educational system in our country .

present school system is as follows:

Aqc 6 7 6 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Gracle: 1 2 3 4 5 6 7 6 9 10
k

Primary Junior High Senior

Compulsory education

h University

Our system is strongly controlled by the Ministry o_ Edu-

cation. Up to the secondary level, the curriculum is made

by a Gevernment Committee, consisting of members named by

the Ministry. The text-books must coincide with the curri-

culum a.nd be approved by the same Ministry. This makes the

education homogeneous throughtout the country, hut it

rather slows down the speed of reform. The curriculum is

-eMade every ten years approximately, while the researches

or the reform are continuously performed by study groups,

.00.0 of which are subsidized by the Ministry. I should

100 tO explain in the following our present curriculum

and a plan of reform concerning algebra and geometry for

the secondary level, put forward by a group, to which I

am belonging, with exphasis on the Junior part.

doing this, I should give a brief description of

our prtsary school curriculum. It contains the four

arl -hmetical operations on non-negative rational numbers

with Applications to daily life questions; measurements

201
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of lengths, angles, areas, volumes, weight and time

metrical observations on triangles, quadrilaterals, espe-

cially parallelograms rectangles, squares; circles, cylin-

ders, pyramids, cubes and spheres; the notion of sets in

introduced in the 4th Grade; in the 5th and 6th Grades,

some elementary notions on statistics and probability.

We have an almost unique curriculum for the Junior part,

but several curriculums for different courses in the Senior

part, but to make the matter short, I shall talk here only

on one of these courses in the foil

Hero is our present curriculum (toughly described);

7 th (34athl

- Some elementary number-thcorctic facts such as divisibi-

lity criteria by 2, 4, 5, 3, 9 with applications for fin-

ding M.O. and L.C.M. of two integers (assuming without

proof the fundamental theorem of elementary number theory).

- Introduction of negative numbers and four arithmetic

operations in U.(The words like group, ring, field are

not mentioned, but attention is drawn on the facts that

L is closed under addition and subtraction, and that

commutative and associative laws are valid for addition

and multiplication in A-, etc.)

- Number lino. Introduction of coordinates on a line and

on a plane.

- Use of letters to represent number. (First introduction

to algebra.)

- Notion of functions and their graphs, especially of linear

funktions kx and of the function k/x (with reference to
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"direct and inverse Jporttens".)

Displacement of figure . Symmetry wi h resp et to a point,

a line or a plane.

- Conditions for congruence of triangles aid properties

of parallel lines with some applications to parallelograms,

ote.

- Use of such symbols in set theory like t

n, u , 0.

- Introduction to logical reasoning using such words as

"and" "or", "not", "If... then...".

- Elementary stat ics (Histogram, mean value.)

8th Otatie.

- Addition and subt a Lion of __mple polynomials.

- Linear equations and inequa i los. Solution of simultaneous

linear equations with two unknowns.

- Use of the symbols like 6 to represent functions.

- Linear funct o s ax+

- Meaning of neutral and inverse elements with respect to

an algebraic operation.

- So e examples of simple (finite) algebraic system (like Z

mod

- Conditions for triangles to be similar with applications.

Homothetie transformation.

203
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- Numbers of purmutitlonu and comhinatloni ith ap lications

ome prob

equations 1flC

- Mu

hi

polynomials.

robanility.

of IositI
ualities.

lumbers of quadratic

on of simple po1ynoinia1. FormuUis 11

2ab + b with their use to factoriz

- Graph of functions like ax ax3.

Pythagorean theorem.

of

Properties of circles, concerning especial y angles at

the circumference.

- Polyhedra and Eulor's theoreo as an example of topol

gical properties of figures.

Statis cs: moaning of variance and of correlat on coef

_ent.

10th Gdc.

- Real numbers as coordinates on a straight

- Operations -ith polynomials (Including division).

- Equations and inequaliti prinzipally quadr- c.)

Solution of some numerical equations of degrees 3 by

factorization.

- Plane coord nate geometry dealing with straight lines



and c

- Vectors or a. plane.

- Gr phs of f notions

- Exponential, logar

- sone more probability.

1 1 th &Mg,

- Vectors im space.

- Matrices (mostly 2

- Sequences of numbers .

- Introducb_lo to CtCi11UB.

Axiomatic t.r ure of plane geornetr-y.

1 2.th Cud a..

- Different1nL and An calcules.

- Probability and scat

195

e az 2 4bx+c., j(ci+ d).

_a and trigcnoretric functi no.

This aurriii1ufl includes odernr" t :La la coricernln
and set the.oryl algebraic structures, topological ideaa,
linear algelra, probability. . Cln ottler coUrses for 5ersiOr
nigh which I have not explained, much ratorials conearninq
computer sc lanes are leo 1. moluclead . ) Oi t otrer hand/ it
contains th technJcal part" of Suclileas goossetry irs
rather old fashi n. E.g. 1.n the Ith Grader, c onditiors for

2 OZ.")



congruence of triangles are stated as results of observa-

tions, from which some thoorems are deduced in classical way.

It i40 to be sure, one of Lhe most important features of

present-day mathematics that it be developed logically from

an explicitly stated system of axioms, and it is a remarkable

event in the histOry of science that the first model of this

idea WAS given by the Greek geometry. But the author of

our present curriculum thought it too difficult for junior

High students to gresp this idea and avoided to introduce

the word "axiom" in Junior High cour Instead, an item

"Axiomatic stricture of plane geometry" is placed in the

course of the 11th Grade, but its developments in most

text-books are rather perfunctory. We thought that this

point should be amended.

I shall now explain our reform plan.

Concerning the algebraic par_ have found no need for

great change except for the following:

We oota d introduce intuitively real nuMbers as coord nat_

on a straight line at this stage already. Even if us post-

poned this introduction tOthe 10th Grade as in our present

curriculum, it seems difficult to deal, with perfect rigor,

real numbers in secondary schools. One could speak of an

approximate value (0.g. in decimal fractions) of a real

number at this Grade, and operate intuitively with real

numbers,

On the geometr c side, the etudents are already suffic ently

accustomed to such figures aa trianglea, geadrilaterals,

circles, cubes and spheres in primary schools, and they

possess now also the notion of sets. It will be tine for



197

them to learn to ex AsS clearly what they mean by these

terms, to de6ine the figures from the known, basic figures.

70 do sot they will be aware of the necessity of knowing

first the fundamental preperties of these basic figures.

Men we state all these essential properties, we obtain

axioms. We have not to mention however this word of "axiom"

in this Grade; we could postpone it to the next Grade, but

it will be possible, and interesting for the students to

learn the clear formulation of these fundamental properti s

together with some of their easy conoequences.

AS it La often said, Euclid was, in fact, laOking in rigor

and it wOuld be too cunbersome for educaticinal purposes

to develop the whole system of Euclidean geometry as rigorou 1

as Hilbert has done it. But combined with algebra, notions
--

of seta and mappings, there will be some way of developing

geometry fairly rigorously on ground of axims, which will

appear natural, and not so conventional, to the students.

- This ist our basic idea .

the beginning of the 7th Grade, explanations will be

given about such fundamental ideas as points, (straight)

lines, planes and spaces. The students possess surely these

ideas from the primary schools, but e.g. the difference

between the line and the segment will not be always clear.

As the line is coordinatized, the definitons of hal -ine

Or ray and of segnent will be easily introduced.

be stressed that the line is a set of points (a subset of

the apace), bijectively corresponding to R. The notations

used by Moise: At Al, AB, AB, AB etc. will be useful and it

will be good anyway to introduce the notions represented

by them.

The incidence axiom such as: two different points determine

a line; three non-collinear points determine a plane and

207
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the parallel axiom, will also be stated and explained at

his Grade as results of observations.

It will be also observed that a line on a plane divides it

in two halfplanes. If A, d, C are non-cglllnear points,

the half-plane containing C with the boundary AB, could be

denoted by* and the Other half-plane with the same

boundary 4171r. (The boundary will, be considered as not be-

longing to the half-plane. Th- "closed half-plane" contai-

ing the boundary will be denoted by XLg ith thicker

line.) Likewise, the notion of half-space will be introduced.

We think it will be interesting to introduce here also

the notion of convexity. A set of points S is comA, if

S A, 13 * AB. It will be observed that segments,

half-lines, half-planes and half-spaces are convex, and

it will be pvcoved that the intersection of two convex sets

is convex.

A, 8, C being three non-collinear points, the angle,

ABC (
1800) will be defined as the union of its

i_terior
'

sides BA,
A B C

BC and vertex 13; it will

be shown that an angle 4nd its interior are ionvex. A

triangle A ABC will be also determined by three non-,

collinear points A, 13, C. The sides of this triangle
9- 0

are three segments AB, BC, CA; its vertices are three

points A, 8, C, its interior is the intersection of three

half-planes like A ABC means the union of all these

gets. A ABC and ist inter or are also convex. Again, three

20b
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non-collinear points'A, 8, C dete

with means the triple (A, AB

also a 6-eag

The students know from primary schools about translations,

symmetry with respect to a point, a line or a plane. It

will be mentioned now-that all of these are mappings of

the space (or a'plane or a line, according to circumstances)

to itself (or to anothr plane or line) which do not change

the distances between corresponding points, nor the angles

between corresponding rays. The notion of motions (mappings

which keep the distance invariant) will be introduced and

it will be observed that there iS eXact y one motion send-

ing a given flag to another given flag.

These will be the essential "reform" concerning the 7th

Grade.

Thus our new ou -iculum for the 7th Grade will look 1 ke

this:

Natural numbers (including factorizati n, G.C..,Euclidean

algorithm, L.C.M.)

Computations with non-negative rational numbers appli-

cations of G.C.D. and L.C.M.)

Mensuration of quantities and computations with approx _ate

values (intuitive introduction of real numbers).

Negative numbers, number line (i.e coordinatized straight

line).

Use of lette

algebra).

represent numbers (first introductton to

Functions (as in tbe present cur iCulum).
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Linear equations and inequalities.

Notions of logic, set theory and statis ics as in the pre-

sent curriculum plus notion of mappings.

Fundamental figures (point, line, plane, space; half-line,

half-plane, half-space, segment), and their properties

(including convexity).

Angle, triangle, circle, cylinder, pyramid, sphere.

Transformation of figures (translation, rotation, sYMmetric

transformation With respect to a point, a line or a plane,

motion, congruence).

Area of plane figures. (Mention that two congruent figures

have the same-area and the volame of a figure which is

the "sum" of two figures equals the sum of the volumes of

these figures, and deduce thereof known formulas).

Volume of cylinders and of pyramids.

8th Gnade.

No spectacular change will be necessary in the algebraic

part, but it will be interesting to deal with some simple

problems of linear programming as application of linear

inequalities.

On the geometric side, an easy part of the incidence geometry

in 3-dim. space (up tc the point to show the transitivity of

parallel relation Of lines) will be treated in the, first

part. Then an, axiomatic construction of plane geoM y will

come using in particular the axiom that there is a que

motion sending a flag to another. Our curriculum wi _:k;be

as follows:
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Algebraic and probabilistic parts as in the presen cur -

culum pls some applications to linear programming and

quadratic root of positive numbers (in connection with

Pythagorean theorem) minus finite algebraic systems (which

have no farther developments).

Incidence geometry in space.

Aciomatic construction of plane geome y up to Pythago-

rean theorem.)

Comite

The essentia --reform" being done in the 7th and kith Grades,

we will only have to continue.Our new curriculum will bel

QuadratIc functions, equations and inequalities. FOrMula

for solving quadratic equations, discriminant, comptex nam-

her's, some arithmetic properties of quadratic roOta, Such

as the irrationality of 12.)

Compuration with polynomia including factorizatlø

Functions like az
3

. (sx+b)/(cx+d). Inverse functions.

Continuation of plane geomet

figures.)

Y (including theory Of similar

Trigonome- ic functions and Gaussian plane.

Statisti s as in the present curriculum.

+++

In our present curriculum, the treatment of trigonometrIc

functions is postponed to the 10th Grade which hinders the

introduction of Gaussian plane in the secondary mathe-

matics, which is a great disadvantage.
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I shall not go into the de ails in the "Senior" part. This

"reform" would remove the "modern" materials like finite

algebraic structures and Euler's theorem from the Junior

part, but the whole course would be far more systematized.

kt present this reform plan is only at the stage of being

presented as a proposal; obviously it has to be more olabora-

ted and experimented. I am not quite sure if any part of it

could be adopted officially in the future Japanese curriculum.

I hope however that this report could be of some interest

to you.



ANSCHAUUNG UND AX1OMATIK DARGESTELLT AN EINER BEGRONOUNG

DER EBENEN ABSOLUTEN GEOMETR1E

GOnter Ewald, Bochum

I. Zuni 13 dei A hauung

Seit langem 1st -man sich darUber einigt wie das Verhaltnis

von Anschauung und Axiomatik in der Geometrie zu schen ist:

Axicme der Gemetrie werden zwar durch die AnSchauung mo-

tiviert, aber die Geometrie als mathematische Disziplin be-

steht nur in Folgerungen aus den Axiomen. Die Axiome sollen

widerspruchsfrei Lind gentigend einfach sein, möglicherweise

auch vollstandig. Sind sie einmal festgelegt, denn kann zwar

die Anschauung noch fUr die Vermutung von Satzen hilfreich

sein, die Beweise soicher Satie erfolgen aber jenseits an-

schaulicher Argumentation durch streng logische Deduktion

sus den Axiomen.

Dies hart sich zwar einfach und plausibel an, bedarf aber

cinerseits einer Prazisierung und andererseits einer ken-

kreten AusfUllung. PrSziser beschreibbar wird das Verhalt-

nis von Anschauung und geometrischen Axiomen erst damn,

wenn man versuCht zu klaren, was unter "Anschauung" zu ver-

ttehen ist. Meistens hat man nur einen vagen Begriff von

Anschauung oder fUhrt ihn negativ als die Summe nicht-lo-

gischer Randbedingungen bei der Entstehung eines geome-

trischen Satzes ein. Es erscheint daher lohnenswert, den

Begriff der Anschauung zuvor zu analysieren, ehe wir im

einzelnen auf des Verhaltnis von Anschauung und Axiomatik

in der ab oluten Geometrie eingehen.

Was wir Anschaumng nennen, steht in engem Zusammenhang mit

dem allgemeineren Begriff des intuitiven Denkens und Br-

fassens. In der deutschen Ubersetzung von Poincarês Buch

"Der Wert der W nschaft" wird des franzosische Wort

2 I 3
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"intuition" unmittelba mit "Anschuung" Uberse zt.

heiBt es dort: "Wir haben mehrere Arten von Anschau-

ung, erstens die Berufpng auf die Sinne und die EinbiI-

dungskraft, dann die Verallgemeinerung durch lnduktion, die

den experimentellen WiSsenschaften sozusagen nachgebiIdet

wird; wir haben endlieh die Anschauung der reinen Zahlen",

aus der der SchluB von n auf n+I hervorgegangen ist, "und

die allein die wahre m thematische SchluBfolgerung erzeu-

gen kann." (4, S. 6)

Betrachten wir das ge0Auer.

1. Bei der "Berufung aUf die Sinne und die Einbilduri kraft"

hat Poincar6 ein seh llgemeines Prinzip vor Augen, das

entscheidend zur Entwiiung der Mathematik beigetragen hat.

Es 1st eine Tendenz, die in gewisser Weise den Geometer ge-

gentiber dem Analytiker kennzeichnet. Die Analytiker gehem

Schritt far Schritt ver, nur von der Kraft der Logik ge-

leitet. lie handeln, wie Poinearê sagt, "nach der Methode

eines Vauban, der mit :seinen Belagerungswerken gegen eine

Festung vorrUckt, ohne dem Zufall das geringste zu fiber-

lessen". Die Geometer dagegen "lessen sich durch die Anschau-

ung leiten und machen, gieich kUhnen Reitern im Vorposten-

gefecht, mit einem Sohlag gro8e Eroberungen, die aber nicht

immer zuverlässig sind'', (4, S. 8) Es ist der Unterschied

zwischen Meray und Felix Klein, zwischen Bermite und Bertrand,

Weierstra8 und Riemann, Frau Xowalewski und Sophus

Wdhrend etwa Weierstraa alles auf die setrachtung vcrn Reihen

und deren analytisehe Unformung zurackfUhrt, nimmt Riemann

sofort die Geometrie zu Bilfe, "jede seiner Vorstellangen

ist ein Slid, das man nie wieder vergi8t, wenn man einmal

den Sinn erfat hat". (4, S. 11)

Beide Tendenzen, die analytische und die geometrieche, mind

notwendige Bestandteile mathematischer Forschung, sie er-

gAnzen sich. Sicherlieh ist es abertrieben, sie auf Mathe-

matiker in dem Sinne aUfteilen zu wollen, daB der eine ganz

Analytiker, der andere ganz Geometer sei. Aber die AkZente

214
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sind versohieden und der Akzent des starker Intuitiven

ist daS, was Poincare als erste Art der Anschauung dar-

stelit. Abstrakte Gedanken kristallisieren in einer op-

tischen Vorstellung und erhalten so eine Unterstatzung

und neue Verarbeitung durch die Sinne. Dabei kommt es sehr

auf ein gut MaA an Phantasie, an "Einbildungskraft" an,

mit der mon aligemein mathematische und insbesondere'geo-

metrisohe Zusammenhange erkennt.

2. Was di Verallgemeinerung durch Induktion betrifft, so

weist Poiicarê selbst auf den Zusammenhang mit den experi-

mentellen Wissenschaften hin. Wenn an zahlreichen Beispieien

der gleiChe Sachverhalt beobachtet wird, so vermutet oder

behauptet man, daB dem ein aligemeines Gesetz zugrunde

liegt, Mt man in vielen Dreiecken die Winkelsumme und

erhait ininer wieder 180°, so gelangt man zur Annahme, daB

dies immer so sei (wobei offen bleibt, wie der Satz Uber

die Winkelsumme im Dreieck historisch entstanden ist).

2war erscheint es uns trivial, deB die Beobachtungen eines

mat mtischen Sachverhaltes selbst nicht ais Beweis gel-

ten aber nicht far jeden ist das selbstverstand-

lich,

Axnateu mit einem gehobenen Beruf) eine Arbeit an das

hema sche Institut in Mainz, in der er an 200 Zahlen-

beispie zeigt, daB der Fermatsche Satz nicht stimmen

kanr und schlieSt, daB damit das Problem gelbst sei. Auf

einen fteundlichen Brief pines Mitarbeiters hin, in dem

erlautert wurde, daB dies kein Beweis sei, schickte er

eine zweite Arbeit mit 400 2ahlenbeispielen und filgte

hinzu: °Ich nehme an, daB damit Ihre Bedenken zerstreut

sind".

Auch

chickte vor einigen Jahren ein mathematischer

bem induktiven E_fassen handelt es sich nicht nur

um $achverhalte der Geometrie, sondern allgemein der

Mathematik, ja der Wissenschaft aberhaupt. Die Abstrak-

tion deo Allgemeinen aus dem Besonderen konkreter Bei-

spiete 1 st ebenso wie das intuitive Erfassen ein allge

213
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meines Prinzip, das Po ncaré als Anschauung bezeichnet.

3. Bleibt noch die "Anschauung der reinen Zahlen", in der

sich uns das Prinzip der vollstandigen Induktion sozu-

sagen aufdrangt. Genauer gesagt handelt es sich hier um

ein synthetisches Urteil a priori im Sinne von Kant. Der

SchluB von n auf n+1 ist weder ein notwendiges Ergebnis

der Erfahrung noch die logische Folge aus vorgegebenen

Satzen (es sei denn, man steckt in diese Satze das Prin-

zip der vollstandigen Induktion schon hinein). Er ist

vielmehr Ausdruck der ordnenden Kraft unseres Verstandes?

Mit der wir die Millionenflut der Sinnesreize zu gestal-

ten vermbgen. Auch diese ordnende Kraft wird von Poincarb

als Anschauung bezeichnet.

Dem kbnnte man Im Rahmen der Kant'schen Philosophic noch

eine weitere Art der Anschauung hinzufilgen, die zu den

Bedingungen fUr die Möglichkeit synthetischer Urteile a

priori gehOrt. Rant spricht von Raum und Zeit als von den

"Formen reiner Anschauung". Raum und Zeit Bind nicht Er-

gebnisse unserer Erfahrung. Vielmehr setzt unsere Erfah-

rung schon Raum und Zeit voraus. Raum und Zeit sind also

objektive Bedingungen für die subjektive Verstandestatig-

keit' die wir ausUben.

In welohem Sinne wollen wir nun von Anschauung sprechen,

Wenn wir das Verhaltnis von Anschauung und Axiomatik in

der absoluten Geometrie betrachten? Mien Wir eine der

drei von Poincar6 genannten Moglichkeiten oder vielleicht

eine ganz andere? In der Tat bietet Poinoare einen brauch-

baren Ansatzpunkt, und zwar mit alien drei Arten von An-

schauung. Es handelt sich dabei gar nicht um die Verwen-

dung desselben Namens für drei völlig verschiedenartige

Dinge. Vielmehr hangen die drei Arten der Ansohauung eng

miteinander zusammen. So können Beispiele Ausgangspunkt

und AnlaS sein fUr den Plug der Phantauie, die vom ein-

zelnen ausgehend graBere Zusammenhtinge erfaBt. Intuition

6
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und Empiric, Vorstellungskraft und Induk ion ergnzen und

stUtzen sich gegenseitig. Beide finden wiederum im synthe-

tischen Urteil a priori ihre Festigung. Der SchluB von den

Beispielen auf das allgemeine Gesetz ist nftlich genauso

wie der SchluB von n auf n+1 ein synthetisches Urteil a

priori. Um das "a priori" zu vermeiden,kann man such ein-

facher sagen (das lauft auf dasselbe hinaus), wir haben es

mit einem Ilebel unserer Verstandeskraft zu tun, mit dem

wir an eine Bewaltigung der Welterfahrung herangehen. Die

synthetischen Orteile a priori sind keine notwendigen Fel-

gerungen aus der Erfahrung, sondern Setzungen,,AxioMe, die

Ordnung in unsere Erfahrung bringen. (FUr Kant waren ja die

Axiome der Mathematik prototypisch fUr synthetische Urteile

a priori). Intuitiv erfaBte Sachverhalte bedUrfen dann, so-

fern sie nicht selbst als Axiome erklart werdent der 10-

gischen RUckfUhrung auf Axiome, d.h. eines Beweises.

So 1st also Anschauung nicht ein Anhangsel, das man beim

Aufstellen mathematischer, besonders aber geometrischer

Axiome und Satze in Kauf nimmt. vielmehr ist Anschauung

ein philosophisches Fundament, auf dem die Beziehung zwi-

schen Welterfahrung,und abstrakter mathematischer Theorie

ruht. Sie spielt liberall in der Mathematik eine Rolle,

wenngleieh sie in der Geometrie als ihrem Ausgangsort

in besonders klarer Weise sichtbar wird. Anschauung ist

auch innerhalb der Mathematik eine unverzichtbare Kraft,

ohne die die Mathematik ein starrer PorMalismus mit ge-

ringem Erkenntniswert bliebe. Genauer gesagt, ohne An-

schauung gabe es Uberhaupt keine Mathematik.

Feet man "Anschauung" in diesem Sinne, dann 1st dee Alf-

stellen geOmetrischer Axiome nicht nur durch AnSchaUung

rnotvLert, sondern in der Anschauung begrUndet.

Allerd ngs stellen wir im elnzelnen noch besondere Forde-

rungen an die Anschauung, wenn es um Axiome geht. Diese

Forderungen sind nicht erkenntnistheoretischer, sondern

2 7
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denkökonomischer und sthetiscfter Natur. Axiome soli=

fach und moglichst gut durchsichtig sein. Dabei gibt es

keinen eindeutigen Begriff von "einfach", wenngleich man

im einzelnen Griande dafUr angebea kann, warum das ei

Axiom einfacher ist als das andere. Prinzipiell kann man

jedoch auch komplizierte Sachverhalte als Axiome setzen

und einfachere als Sätze daraus herleiten. Da man jedoch

die Widerspruchsfreiheit von AxiOnlen nachweisen mua,

empfiehlt sich auch hier meistens die Zugrundelegung

maglichst einfacher Annahmen. Dies ist eine Frage der k-

ökonomie.

Entsprechend ist es mit dem Asthetischen Aspekt. Sowohl

die Xsthetik der Sprache wie die Asthetik in den verge-

stellten mathematischen Objekten sind nicht erkenntnis-

theoretische Notwendigkeiten, sondern kommen unserer

Phantasie, unseren Empfinden und meist auch der Durch-

slchtigkeit von Sachverhalten entgegen.

II. ALiome aheauten Gel:met/tie

Wenden wir uns nun einer axomatischen BegrUndung der

Geometrie zul Die ursprUnglic en Objekte der Geometrie

waren idealisierte KOrper wie Geraden, Prismen, Pyramiden.

Allerdings erkannte man schon sehr frUh, daB sich fUr eine

logische Handhabung der Geometrie die Elementarhausteine

Punkt und Strecke bzw. Punkt und Gerade besonders gut

eignen. So dientheute mit Recl-.t eine propAdeutische Be-

trachtung von Prismen und Pvramiden dazu, daB der Schiller

anhand der Ecken und Kanten ein "fUhlbares" Verhältnis

zu den abstrakten geometrischen Begriffen "Punkt°, "Strecke"

bzw. "Gerade" entuickelt. Man geht vom Ganzen zu den Teller

und beut aus den Teilen mit Hilfe von Eigenschaften und Btela-

tionen der Teile (z.B. LAngen, Winkel) wieder das Ganze auf.

W ll man allerdings ein breites, axiomatinches Fundament
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der GeometrIc gewinn n, so darf man nlcht bei der Analyse

einzelner Körper mit sehr speziellen iijwnchaften atehen -

bleiben. Beobachtete Eigenschaften mUsson vom einze nen

Objekt ablOsbar sein. Besonders klar tritt dies bei Inzi-

denzeigenschaften von Punkten und Geraden zutage. (Zum

Folgenden vql. die EinfUhrungen in (2) und (3)).

Fragen wir noch einmal: Was sind Uberhaupt Punkte und Ge-

radon? Wir sprachen schon von den Ecken geometrischer

KOrper, die wir als "punktfOrmie empfinden. Sie treten

auch in Wohnraumen auf, etwa dart, wo sich Deck° und zwei

Wande treffen. Wir reden von einem "Treffpunkt", wenn

wir eine bestimmte Stelle meinen, wo sich Menachen zu-

samenfinden. Auch kleine Flecke werden als Punkte be-

zeichnet, etwa der Punkt am Ende eines Satzes, der durch

Auftragen einer kleinen Menge von Bleistiftkohlel Tinte

oder Kugelschreiberfarbe auf Papier zustandekommt. Etwas

abstrakter, aber immer noch technisch motiviert, ist der

Begriff des "Drehpunktes" oder "Mittelpunktee einer

kreisförmigen Scheibe. Geht man schlieBlich dem sprach-

geschichtlichen Ursprung des Wortes "Punkt" nach, so

stOBt man auf das lateinische Wort "pungere" = atechen,

d.h. auf die Verbindung der Vorstellung "Punkt mit Nadel-

spitze" bzw. "Speerspitze" und dem Loch, das durch diese

erzeugt wird.

Ahnlich steht es mit dem Begriff der "Gorade". Wir haben

eine Vorstellung von Geraden bei den Kanten der Prismen

und Pyramiden, beim ZusammenstoBen zweier Wands eines

Zimmers, beim Spannen eines Fadens. Allerdings tritt

hierbei eine eigenartige Doppelheit 'zwischen "Gerade"

und "Strecke" auf. Technisch begegnen uns nur Strecken.

Aber das unbegrenzte AneinanderfUgen von Strecken drangt

sich anschaulich auf. Euklid hat die unbegrenzte Verlanger-

barkeit der Gerade in seine Postulate aufgenommen. Viel-

leicht war es nur ein historischer Zufall, daB Punkt°

und Geraden, nicht Punkte und Strecken zu den Grundbau-

i 9
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steinen der Geometrie erkiflrt wurden. Aber es npricht

durchaun viel dafUr, daS dor neriff "Gerade" sich auf-

grund seiner grbSeren mathemioilchen (nicht anschau-

lichen) Einfachheit und HomegenitAt durchgesetzt hat.

Alle Punkte einer Geradon nind gleichwertig, der Unter-

nchied zwischen inneren Punkten und Endpunkten ent-

Mit. Eine Gerade int durch je zwei ihrer Punkte b -

stimmt, eine Strecke nur durch ihre Endpunkte. Bei

der historischen Entwicklung des Begriffes "Gerade"

spielte das qespannte Soil eine groBe Rolle, nicht nur

ale Urbild einer geometriachen Linie, sondern dutch

seine Verwendbarkeit fUr die Zeichnung von geraden

Union, Kreisen und rechten Winkeln. Die altagyptischen

Geometer wurden von ihren griechischen Schillern alS

"Seilspanner" bezeichnet, und die 8lteste geometrisehe

Abhandlung aus ndien Uber die Konstruktion von Altären

heist "Sulvasutra" = Regeln des Sells. (Vgl. hierzu

(5, S. 4)).

bemerken wir noch, dari wir die Vorstellung

der Gerade auch bei der Betrachtung axialsymmetriseher

Objekte vorfinden. Alle höheren Lebenwesen besitzen

einen symmetrischen Sau, der sich in einem frontal auf-

genommenen Sild in axialer Symmetrie niederschlAgt.

Interessanterweisc wirkt dieser sieh im Bau von Autos

aus, die ebenfalln bei frontaler Setrachtung axial-

symmetrisch sind. Sehr eindrucksvoll sind auch die

Spiegelungen an ruhiger WasseroberflAche oder die Er=

zeugung von Tintenklecksen in gefaltetem Papier.

Soviel zunSchst Uber die anschauliche Motivation von

"Punkten" und "Geraden". Stellen wir jetzt die Frage,

was Punkte und Geraden "wirklich" sind, dann mUssen

wir zugeben, daS wir keinen Sehritt Weitergekommen

sind. Dies liegt aber nicht daran, daS wir einem
---

falschen Weg gewlihlt haben, sondern daran, due die

Frage selbst nicht sinnvoll ist. Schell Euklid hat ens

,)0
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das vorgefUhrt wmfit oder unbewuBt, ist nicht be-

kannt: In Euklids "Elementen" wird ein Punkt als das

definiert, was keine Tulle hat, und Geraden werden als

"Lange ohne Breite" eingefUhrt. In den Axiomen und Be-

weisen wird allerdings von diesen Definitionen Uber-

haupt kein Gebrauch gemacht. Lediglich auf die Rela-

tionen zwischen Punkten und Geraden kommt es an, nicht

auf die "Objekte", die wir Punkte oder Geraden nennen.

Auch die Erklarung, ein Punkt sei eine "Idealisierung"

von Behr kleinen Objekten, bleibt im Bereich der An-

schauung und geht nicht in die mathematischen (Merle-

gungen ein, es sei denn, man hat bereits eine Geometrie

t Metrik oder Topologie entwickelt, in der ein Punkt

nachtraglich als Grenzwert einer Folge von Figuren an-

gesehen werden kann, deren Durchmesser gegen Null

strebt.

Hilbert hat am scharfsten d esen Sachverhalt ausgedrUckt,

wenn er sagt: Man kann sich unter Punkten und Geraden

such StOhle und Tische vorstellen.

Gieichwohl darf man dies nicht als Freibrief fUr einen

willkUrlichen Umgang mit geemetrischen Objekten ansehen,

jedenfalls dann, wenn die Geemetrie Erkenntnisse Uber

den physikalischen Raum und die Objekte im Raum liefern

soll. Man kann zwar willkUrlich Axiome setzen und dabei

eine geometrische Spraehe benutzen. Will man aber mit

der Geemetrie Ordnung in unsere raumlichen Sinnesein-

drUcke bringen, dann muB man von den anschaulichen Ge-

gebenheiten ausgehen.

Ei e der interess ntesten Fragen ist hierbei die naeh

der Eindeutigkeit der Anschauung. DaB zwei verschiedene

Punkte durch genau eine Gerade verbunden werden, ist

anschaulich aufgrund zahlreicher Erfahrungen akzeptiert.

Dennoch ist von dem danischen Geometer Hjelmslev eine

segenannte "natUrliche Geometrie" axiematisch begrOndet

221
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worden, in der von "benachbar en Punkten" die Rede ist.

Derartige Punkte werden durch viele Gereden verbundeni

in Anlehnung an die anschauliche Feststellung, daB wir

Punkte als "Flecke" ansehen, die, Wenn sie nahe anein-

anderrUcken, ineinander verschwimmen. Dieser Aufbau der

Geometrie ist ebenso legitim wie derjenige, in dem je

zwei Punkte eindeutige Verbindungsgeraden haben. In-

dessen-ist er cher durch Nichtanschauung als durch An-

schauung motiviert. Genauer gesagtz Hjelmslev tragt

dem Versagen der Anschauung bei ineinander verschwimmen-

den physikalischen Punkten dadurch Rechnung, daB er

nicht idealisiert und die makroskopisch anschaulichen

Annahmen Uberträgt, sondem das Gegenteil ausdrUcklich

zuld0t.

Sehen w r von dem Ausnahmefall Hjelmslev'echer Geome-

trie ab, dann bleibt hinsichtlich einer Motivation ein-

deutiger Verbindungsgeraden immer noch folgendes Problem:

Zwar denken wir hierbei heute ebenso wie die indischen,

agyptischen und griechischen Mathematiker meist an einen

zwischen zwei Pfahlen oder den Handen stramm gespannten

Faden. Aber Geraden treten ja auch als Kanten auf, in

denen sich ebene Flachen schneiden. Es ware denkbar,

da0 die so gewonnenen "Geraden" andere Eigenschaften ha-

ben als die aus gespannten Faden abgeleiteten. Wir legen

demgegentiber eine Identitat der beiden "Sorten" von Ge-

raden zugrunde. Hierin liegt anschaulich gesehen eine

starke Abstraktion, wenngleich sich diese hinterher auch

empirisch bestatigen laBt, etwa indem man auf den Maurer

hinweist, der mit Hilfe eines Lotes nachprUft, ob eine

Mauerkante gerade

Entsprechendes is-tither die Beziehung von gespanntem Faden

und Lichtstrahl zu sagen. Wir nehmen an, daB es mich bei-

des Mal um die gleiche Art von Geraden handelt und be-

statigen dies dadurch, da3 wir flach Uber eine Kante hin-

wegschauen: Die Karperkante falit optisch in einen Punkt

1 c



213

zusammen.

Bleiben w r albo fUr unsere Zwecke dabei, daB zwei ver-

schiedene Punkte stets durch genau eine Gerade verbunden

werden. Als ersten Schritt zu einer axiomatisch begriin-

deten Geometrie legen wir daher (in der Formulierung

von Hilbert) fest: Gegeben seien zwei Mengen von Dingen;

die Elemente dpr einen nennen wir Punkte, die der anderen

Geraden. Zwischen Punkten und Geraden sei eine Inzidenz-

beziehung "liegt auf" gegeben.

Axiom I 1: Zu je zwei vemehiedenen Funkten gat es genau ane

Gotade, au6 deA 4ie beide Liegen.

Wir filgen die beiden folgenden "Reichhaltigkeitsaxdome"

hinzu (aus Zeitgrilndengehen wir hier nicht auf das Pro-

blem der endlichen Geometrien ein):

Axiom I 2: Au6 jeda GeAaden tiegen mindu veAsch-Zedene

Punkte.

Axiom I 3: Es gibt dtei niht au6 ivt and dase ben Gaade
tegene Punkte.

Wenden wir uns nun dem ProlAem der Paralielen zu. Be-

kanntlich hat man lenge versucht, das euklidische Pa-

rallelenpostulat aus den anderen Euklidischen Axiomen

herzuleiten. SchlieBlich stellte man fest, daB dies

nicht geht und entdeckte die nichteuklidische Geome-

trie. Analysiert man einmal das Parallelenproblem nicht

historisch, sondern von den Problemen der Anschauung

her, so stellt man fest, da0 sich die MOglichkeit alter-
.

nativer Geometrien nicht nur iogisch, sondern auch an-

schaulich anbietet. Gestatten Sie, daB ich dies mit

einer Frustration erlbutere, die ich als Schiller der

mittleren Klasse hatte, lenge bevor ich etwas vom Pa-

rallelenstreit wuBte

Unser Lehrer sagte: "Paralleie Geraden schneiden sich

2'23
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begrUnde e das folgendermaSen: Man

drehe'zwei Geraden mit

Schnittpunkt P um je

einen ihrer Punkte A

bzw. B, bis sie parallel

sind. Dann wandert P

nach unendlich. Also

schneiden sich parallele

Geraden im Unendlichen.

Der gleiche Lehrer brachte uns an anderer r'telle des

Unterrichts bei: Halt man einen Kreis in einem Punkt

fest und laSt den Mittelpunkt in einer Richtung nach

unendlich wandern, dann geht der Kreis in eine Gerade

Uber. Ich sagte mir nun: Wenn man zwei (nichtschnei-

dende)Kreise in ihren zu-

einander am nachsten ge-

legenen Punkten A, B fest-

halt und die Mittelpunkte

in entgegengesetzter Rich-

tung nach unendlich wandern

laBt, dann gehen die Kreise

in,parallele Geraden Uber.

Ihre Punkte komMen sich nir-

gends naher als A und B. Also schneiden sich parallele Geraden
nicht. Ich konnte diesen Widerspruch nicht verstehen und

bekam Komplexe. (Ich war zu schUchtern, mich deshalb an

den Lehrer zu wenden.)

Wenn es um Probleme des Unendlichen geht, so kann unsere

Anschauung nicht nur versagen, sie kann auch zu logisch

entgegengesetzten SchlUssen kommen. Dies sagt keineswegs

etwas gegen die Anschauung, im Gegenteil:,Hatte man

konsequenter die Anschauung in der Parallelenfrage zu

Hilfe gezogen, w4re man vielleicht eher auf die nicht-

euklidische Geometrie gestoBen. Hat man sich einmal klar-

gemaeht, daS man die Satze der Geometrie nicht aui der
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Anschauung herleitetet, sondern die geometrischen Axiome

mit Hilfe der Anschauung als mbgliches Ordnungsmodell

far die Sinneseindracke setzt, dann legen anschauliche

Alternativen auch logische Alternativen nahe.

Inzwischen ist man darangegangen, cln gemeinsaMes Funda-

ment far euklidische und nichteuklidische Geometric zu

schaffen. Es wird auch absolute Geometrie genannt. Man

klammert mIt der absoluten Geometrie konsequent die An-

nahmen ilbcr das Unendliche aus, man treibt in gewisser

Weise "Geometric im begrenzten Raumsteck". Im weiteren

sollen einige Axiome entwickelt werden, die zu einer

noch recht allgemeinen Geometric fUhrt. Sie ist der

von F. Bachmann (1) angegebenen "metrischen Ebene"

aquivalent. Allerdings wahlen wir nicht den rein gruppen-

theoretischen Weg Bachmanns.

'
erzu sei folgendes bemerkt: Ist auch die Spiegelungs-

geometric Bachmanns sehr elegant und tragt den anschau-

lichen Gegebenheiten der Symmetric Rechnung, so enthalt

sie am Anfang weniger anschauliche Elemente. Ausgangs-

punkt ist namlich eine Gruppe mit einem System von in-

volutorischen Erzeugenden, das gegenaber inneren Auto-

morphismen invariant ist. Zwar kann man das anschaulich

eriautern (bei Bachmann geschicht dies auch in einer

,p:sfahrlichen elementargeometrischen Einleitung), man

steckt dabei aber recht komplexe und komplizierte Sach-

verhalte in die Axiome hinein. DieS soll hier zum min-

destens abgemildert werden.

Ein Formelement der Anschauung, das sich fUr die Be-

grandung der metrischen Geometric eignet, ist das des

Senkrechtstehens oder der Orthogonalitat. Zwar wird

haufig das Senkrechtstehen durch den "Winkel 900" de-

finiert. Man kann es aber auf schr elementare Axiome

des Senkrechtstehens aufbauen.

2
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Das Wort "senkrecht" oder

"lotrecht" drUckt von seinen

Ursprung her eine Relation

zwischen einer horizontalen

Flachef etwa ether Wasser-

flAche, und einem Ober diese

gehAngtes Lot aus. Ersetzt

man das ,Lot durch eine Ge-

rade und die FiSche durch eine in ihr liegende Gerade

durch den LotfuOpunkt, dann erh81t man eine Relation

zwischen zwei Geraden. Allerdings ist die Symmetric

dieser Relation nicht durch das Experiment mit dem

Lot motiviert: Lot und Horizontale sind nicht ver-

tauschbar. Faltet man claw:gen ein StUck Papier zwei-

mal, so daa beim zweiten Mal die Kante der ersten Fal-

tung in sich geknickt wird, dann ergibt sich "eine

Rechte", wLe man sagt, ein Viertel des Volikreises.

Durch Vergleich mit der Lotrelation stellt man wieder

empirisch fest, daB in beiden Experimenten die gleiche

Senkrechtrelation zustandekommt. Mit dem gefalteten Pa-

pier 1NSt sich dann die Symmetrie der Senkrechtbeziehung

motivieren. Wir legen also fest:

Gegeben sei eine Relation "senkr -ht" zwischen den Ge-

raden.

Axiom S 1 : Lst a zu b envtedtt, dann ist ouch b zu a zeniviecht.

Wie durch das Lotexperiment nahegelegt, gibt es durch

jeden Punkt ein Lot auf eine vorgegebene Gerade, sofern

wir uns auf ebene Geometrie beschralken. Hier taucht

nun wieder das Problem der Eindeutigkeit auf. Soli das

Lot immer ais eindeu_ig ge-

fordert werden? Dies hätte zur

Folge, dae sich zwei Senkrechte

derselben Geraden niemals schnei-

den dUrfen.,Beachtet man aber,
da0 zwei Senkrechte_derselben
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Gerade, anschaulich gesehen, "parallel" sind, dann be-

deutet somit die Bindeutigkeit des Lotes eine Pestiegung

Uber den Schnitt von "Parallelen". Dies wollen wir im

Rahmen der absoluten Geometric vermeiden. Wir begnUgen

uns daher mit einer Eindeutigkeitsforderung, die nichts

Hber den Schnitt von "Parallelen" aussagt: Das "Errich-

ten" eines Lotes in einem Punkt von a sei stets ein-

deutig bestimmt. Al o:

Axiom S 2: Zu eine4 vo4gegebenen Gertade a und e.tnem votgegebenen

Punkt P gibt e6 eine zu a 4enknechte Ge4ade b, die

dtach P ve41autft. Liegt P auti a, dann b eindeu-

tig butimmt.

SchlieBlich tragen wir der Annahme Rechnung, daa die

"Horizontale" durch den FuBpunkt des Lotes verlaufen

soll (bei rliumlicher Geometric braucht das nicht zu

sein):

Axiom S 3: Zw 6enkuchte Genaden ech

nau unem Punkt.

6tQt6 in ge-

Die so eingefUhrten Inzidenz- und Orthogonalitaisaxiome

bieten eine ausreichende Grundlage, um nunmehr Spiege-

lungen zu definieren und dann Axiome Uber Spiegelungen

und allgemeinen Bewegungen (als Produkte von Spiegelun-

gen) aufzustellen.

Zur Definition der Spiegelung greifen wir anschaulich

bekannte Eigenschaften von Spiegelungen.heraus. Warum

wir diese und nicht andere auswahlen, braucht dabei

nicht naher motiviert zu werden. Wir haben hier den-

selben Freiheitsspielraum wie bei der Answahl der Axiome

Uberhaupt. Dntscheidend ist, da3 die gewahlten Eigep-

schaften und Axiome das Gebaude der Geometrie tragen.

Wir setzen hier den allgemeinen Begriff einer btjektiven

Abbildung voraus (er ist geometrisch motiviert) und de-

finieren eine Spiegelung als bijektive Abbildung der

2.417
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Menge aller Punkte auf sich mit folgenderi E genscha en:

(1) Geraden werden stets auf Geraden ab bildet.

(2) Das Senkrechtstehen bleibt erhalten.

Es gibt eine Gerade a, die punktweise festbleibt.

(4) Nicht elle Punkte bleiben

Die Gerade a heiBt Aclbseder betrachteten Spiegelung.

Axiom B 1 ewegungsaxiom"): Jede Gead e AcUegenau

eineA Siegefung.

Axiom B 2: BLeldet eine Spiegefung P au6 P' ab, dann bad Aie

auch P' au6 P

FUhrt man zwei Spiegelungen an Geraden u, v mit einem

Schnittpunkt R hintereinander aus, so erhalt man als

Gesamtergebnis eine Drehung mit R als Drehpunkt. Dies

ergibt sich anschaulich

wie in der Firgur angedeu-

teto Betrachten wir nun

eine beliebige Gerade a

durch R. Ihre Bildgerade

unter der eben eingefUhr--n

nrenung sei mit a' be-

zeiehnet. Sei P ein Punkt

von a und P' sein Bild-

punkt bei der Drehung.

Wir fAllen On Lot b von

b R auf die Verbindungsgerade

von P und P' (dabei sei

P+1" vorausgesetzt).

Bei der Spiegelung an b

wird ebenfalls P auf P'

abgebildet. Man sieh

&ea dasselbe für alle Punkte von a der Fall ist (nicht

aber für die au0erhalb von a liegenden Punkte). Diesen

\
0'1

--monitutfr
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Sachve halt -Ahlen wir als Axiom:

Axiotn Eine Getade a dutch R wade duAeh eine Mehung um

R au6 a abgebiidet. Vann gibt ea eine Spiegeiung,

die a punktweLoe genau 60 au6 a' abbitdet wie die

gegebene DAehung.

Dies Axil= ist zwar anschaulich rnottviert, aber ver-

glichen mit anderen Axiomen nicht besonders einfach.

Da es Behr schnell zu einer Palle geometrischer Sätze

fUhrt, nehmen wir uns aber die Freiheit, die Einfach-

heit hinter die Zweckm4B1gkeit zurtickzustellen. Wir

sahen schon, daB dies keine prinzipielle, sondern eine

denkökonomische Frage ist.

Ersetzen w r dieGeraden up v mit _ Schnittpunkt R durch

Geraden u, v mit einer gemeinsamen Senkrechten t, dann

Uhertragen sich die eben Ober Drehungen angestellten

trachtungen unmittelbar auf Translationen:

Klappt man eine Figur nacheinander anu und v um, dann

ist das Ergebnis anschaQ-

lich dasselbe, wie wenn
0

1 man die Figur längs t

verschoben hat. Wit de-

6inieten daher eine Mara.-

tation tiing4 t als Hinter-

sinanderausfUhrung zweier

Spiegelungen, deren Spie-

gelachsen eine gemeinsame Senkrechte t besitzen.

Axiom B 4: Eine zuh Gehade t n!viacItte GeiLa4 a wreitde dutch

eine Tunsiation Gino t au6

eine Genade a' abgebitdet.

Vann gibt ea eine Spiegetung,

die a panktveim genawo au6

a' abbiblet Wie die gegebene

Tian4tation.
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Ein System von Punkten und Gersden mit einer Inzidenz-

Und einer OrthogonalitNtsrelation, daS den Axiomen

3, S 1 S 3 Und SI - 4 gentigt, nennen wir me-

14C11 e Ebene.
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GEOMETRICAL INSIGHT AND THE SOLUTION OF PROBLEMS

T.J. Fletcher Darl&ngton

titoduaion

In discussions of mathematics curricula in recent years

there have been differences in view so to the extent to which

we should

work for a systematic exposition of the subject
matter

stress the activity of problem solving.

To do the first does not necessarily imply starting axiomati-

cally, as it is quite possible to provide an experimental

approach in the early stages followed by formalisation later.

The point is simply that it is the strategy of the course to

develop an overall vIew =f geometry as a unified structure,

and of itc place in the hierarchy of mathematical systems.

To do the second invo

There are the internal problems of the subject, these are

hard exercises the outcome is geometrical, the question in

a certain sense presupposes the type of solution. There is

also a wider range of problems, problems in which the question

does not suggest a method of sOlution and in which geometry

may or may not be used as a tool.

s the study of problems of two kinds.

The orderly development of school geometry is certainly a

problem which demands attention. At the very least each tea-

cher should have his ideas on how it should be done. The order-

ly development of geometry includes establishing its connec-

tions with other parts of mathematics. At Carbondale in 1971

(2) I explained ways of approaching Hilbert's work on fhe

foundations of geoMetry and its relationship with abstract

algebra, by considering the geometry of perspective and of

nomograms. The important theoretical ideas here are the in-

cidence axioms, and the theorems of Pappus and Desargues.
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I would 1ik to think that these ideas could be made accessible

at school, although I believe that this work has not yet been

made available in a sufficiently simple and a sufficiently

well motivated form for this to be possible for any except the

most gifted pUpils.

I feel that I have nothing more to add to what I have already

said about these important problems concerning the theoretical

framework into which elementary geometry is to be placed, and

today I am more concerned with the use of geometry in the so-

lution of problems which originate elsewhere. At the ICMI

meeting at Echternach last year I gave some examples of prac-

tical applications Of number theory, and in most of these

cases geometrical considerations greatly assisted an under-

standing of the number theoretic ideas (4). There are many

places where geometry provides powerful elementary proofs in

an unexpected way.

The solution of problems by unexpected geometrical methods

gives a warning against believing.that the problems of teaching

geometry would be resolved if only we could organise the sub-

ject matter in the right way. Geometry involves a variety of

methods and outlooks. Some problems are best done by one

method, and others by other methods. No one approach to geo-

metry has so far proved to be unifOrmly superior to others.

In this paper I aim to show some of the excitement of geome-

try, but I have little encOuragement to give to those who

would seek to improve the teaching of geometry by establishing

a more orderly tidy system.

As part of the school mathernatics curriculum geometry has

been on the retreat (in Britain at least) for many years, and

its place is still diminishing. As part of the struggle to

maintain it we must emphasise its value in other parts of

mathematics, and the help it gives to the ordinary student

to visualise relationships in the world around - not only

spatial relatiOnships but other types of relation as well.

Most of my examples use ideas which are completely traditional,

and I do this because I believe that teachers do not knoW

232
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enoUgh appliCationa of thOee old ideas. I welcome new ideas

in school geometry as well, and I hope that applications of

these will be used in teaching in a similar way.

Runnin9 t4ack and lioothat pitch

fmilete_ 1 The firat problem ie clearly geometrical. what is

good shape for a running track? Ohilst the problem is geo

metrical it is not at all obvious what geometry is involved.

If we want the best shape, what are we trying to optimise?

Previous experience suggests constructing a track with

straight sides of length 1, and semi-circular ends of radius

4. I hope you will excuse me using the now obsolete Imperial

units, and allow me to design a track whose overall circum-

ference is 440 yards. (You may work with 400 metres if yOu

wish.) The rectangular area in the middle can be used for

other sports, for examplejor a football pitch. Let up try

to maximise this area.

From the perimeter

74 = 220.

The rectangular area in the centre is A 241, and this we

Whish tO maximise.

With pupils who know no calculus, and very little algebra,

we may conduct numerical experiments, and establish the prin-

ciple -
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the Sum of two numberS is constant, their product is a

maximum when they are equal.

(Since we are mainly concerned with geometry you may like to

consider aeometrical proofs of this principle.)

If we are clever enough to write

2
VT.

Tr

We See that the principle applies. The sum of irn. and

220, so their product is a maxiMum when

110.

So t 110 and -taking 1r 22/7.

This gives a playing area of 110 yards by 70 yards. Is it

coincidence that these are exactly the minimum dimensions o

an international pitch in the English rules of football? I

would be interested to know what figures are given in European

regulations.

There is a small objection. Some space must be left outside

the side lines of the football pitch. This can easily be

arranged if Z is diminished a little for the running track

and t increased. Looking at the football pitches on television

in the recent World Cup it was very clear that the semicircu-

lar ends of the running track did indeed start just before

the corner flags were reached.

A betting pnobtern

Exampte 2

A recent innovation in many school courses is the topic of

linear programming. The geometrical outlook gives a helpful

framework within which to visualise such problems. It is not

easy to give examples at school level which are genuine and

which involve only a small number of variables.

A few years ago the football team in My home town we_ engaged
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in a fight for promotion at the top of Division Pour of the

English Football League. BOokmakers were offering the follow-

ing odds on three teams

Darlington 5 - 4,

Bradford evens,

Southend 5 - 1.

Is it possible so to lay bets that one wins whatever the out-

come. We do not expect to be able to do so - but have the book-

makers covered themselves? and how do they plan so that they

are,safe?

Let us consider the outcome of laying stakes of x units on

Darlington, y on Bradford and z on Southend.

If Darlington win we receive back our x units plus 5x/4 but

lose y + z. So if we are to make a profit we must have

5x/4 > + z.

Likewise if we are to make a profit if Bradford win we must

have

and if Southend win

X + Z,

5z

This can be seen as a linear programming problem in three .

dimensions..jt is useful to draw a diagram in triangular coor-

dinates using isometric paper, Fig. 2. We can see, as we might

expect, that we cannot satisfy the three constraints simul-

taneously. But the bookmaker wishes to satisfy the three in-

equalities with opposite sign, and this he can do. But he

can only feel safe whatever happens if he has arranged to

have a distribution of bets corresponding to a point in a

relatively small triangular region. It is for this reason

that a bookmaker has to be prepared to 'lay off' bets; that

is to say to pass bets on to'someone else if too much has

been staked on one team; In real life the problem is com-
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plicated-by the way in which the odds may change with time.

The.'diagram can help the gambler to make further decisions.

Suppose:that you decide that Southend do not stand a chance.

How:shOuld you distribute your bets on Darlington and Bradr

ford so as to maximise yourchancea?

Suape b :dge eabtes

EIARTA1

The next exatple is extremely simple. Recently I watched some

teachers on a course preparing work for young children. On a

triangular grid they were drawing hexagonal numbers, and pro-

ducing the sequence

1

, 9, 37,

19

Fig, 3

37
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---
I-did not realise at the time that these numbers have an

Interesting application. Darlington not Only has a football

team, it also has a world famous company which builds sus-

pensiori bridges. Suspension bridge cables are spun on the

site, and spun in a number of strands. The cables for the

suspension bridge over the Severn were made from 19 strands,

while those for the bridge over the Forth were made from 37

strands.. Why are these numbers especially suitable?

The publ- y 'ten

Exampee 4

In a chemical plant a catalyst is often necessary to promote

a chemical reaction. As the reaction goes on the efficiency

of the catalyst diminishes, until eventually it has tObe

renewed. This involves shutting down the plant for a given

interval of time T.

If we are given the productivity/time curve for the plant,

starting with a fresh supply of the catalyst, when is the

best time to shut down and renew?

In general the decay curve for the productivity of the plant

will be some complicated, empirically given curve. To simplify

the problem we will assume initially that the decay curve is

a-straight line. There is no loss of generality:if we choose

units on the two scales so that'the initial productivity is

unity, and diminishes to zero in unit tiMe.

If the plant is shu down at time t, and restarted at time

t T when the catalyst has been replaced the operatiOn may

be shown on the graph, Fig. 4.

The total production per cycle is given by the area OABC,

which is

(1 1 t) -= It (2 - tl.

Since the CyCle length is T, the average rate of pro-
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228 -

tI2 = t)

2(t + T)

There are various ways of continuing and it is instructIve

to compare them.

Method 1 Students who have learnt the early stages of the

calculus may differentiate and maximise this function of t.

hod'2 We may put I t + T, the total cycle length.,

and say

t(2-t) IT -r)(2-T + I)

2It+T) 2T

1
2+2 T -T-T ( 2+T ) / T .

To maximise this it is necessary to minimise

( 2 )
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but to do this is tO minimise the sum of two terms whose pro

duct is constant. This may be done by using the converse of

the principle in Example 1. The Sum is a minimum when the two

terms are equal; so

T T12+ / T,

= AT2-477-7T

t = IT12

Method 3 We may argue much more in terms of the original

situation. It is foolish to shut the plant dowm while the

productivity is still above the best possible working average,

also it is foolish to continue operating when the productivl-

ty has fallen below the best possible working average. This

means that we must arrange for the productivity to fall to

average at time t, and so,

area BCF = area BAH,

2

ZT

=t
2-

+ T)2 21 + T2

T ,(T7771-,

= /T(2 + T o

Much can be learnt from this example. It is instructive to

draw the graph T = f 2 / 41(1-t)J and to interpret it.

In this problem the use of ideas of area enabled a simpler

solution to be found. This can often be done, and it is a

strategy in elementary geometry which teachers could employ

more than they do. For example, the theory of nomograms can

be more simply discussed using area than using proporti

The third _ethod of solution has further advantages over the
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other: tWO. What Should you do in a ohemicalworks when the

perfOrmance of the catalyst is not necessarily represented

by a straight Line, and when the catalyst may vary from batch

to batch?

Combinatokiae pubZen6 jfrl geo y

TodaY pupils will Often no

metry:theorems,which wore

that:,theY develop a:genera

meet some of the celebrated geo-

tudied in the past. It is desirable

knowledge of some areas of classi

cal geometry, even if they do not always study detailedprCofs,

and it is desirable also:to link geometry with algebraic ideas

as well as showing its own selfcontained.independent develop

ment.

Sone famous classical configurations have interesting groupS

- of automorphisms. Simple questions on these ideas can beA>ut,

to pupils:as folloWs In each.oase we show a diagram and A

caption. The problem is simply, 'in how many waYs may the

jetters be placed in the diagram?'. These problems are take-

from Sudden (1).

Paulo& 5_ A, 8, C, 'V is a cyclic quadrangle,

AB.CV ADAC ACJW.

240
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tly1±LA A triangle ABC has altitudes AV, BE, CF which

concur at H. The midpoints of AH, BH and CH, and SC, CA and

AS, and V. E, F lie on a circle.

Expwee I A, B, C are collinear. A', 6' C' are collinear.

BC, B'C'; CA, C'A' and AB, A'5' intersect in A, Y and Z

respettively. Then X, Y and Z are collinear.

Fe9 7

241
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Exibmge 8 In a.seven point geometry the collincar points are

given by the columns of the tablei--

BCDEFG
BCVEFGA
EFGA8 C

Fis g

Paitado 4_n tos and aveitageo

In sport it frequently happens that systems of scoring lead

to situations which to a school pupil seem strange, and con-.

trary to what he would expect. As an example wt may take an

extract from the Sunday Mirror on 2 May 1971.

"Leeds are favourites but Arsenal can do it.

If Arsenal beat Spurs OR get a goal-less draw the title

will be theirs. If they win they will finish with a point

more than Leeds. If they get a 0-0 draw they will take

the title on-goal average . . .013 of a go

But if they draw by any other score'but 0-0 . . THE TITLE

WILL GO TO LEEDS.
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-NoW the top of the table reads:

Gls, Pts

-JJEEDS 42 27 10 5 72-30 64

ARSENAL 41 28 7 6 70-29 63

Leeds, who have finished their League programme, have a

goal average of 2.40. Arsenal's goal average is 2.413- .013

better than the Yorkshire club's. So all Leeds can do now

is wait ... and hope."

The question for the teacher is to see if geometrical diagrams

can help the pupil to appreciate what is involved in this kind

of situation. It is easier to discuss examples with smaller

numbers, and so we will leave the example just given and con-

sider some others which will bring out the principles.

sillpZe 10 At a certa n time in the season two teams in the

league have scored an equal number of points A has goal aggre-

gate 9-4, and hence an average ot 2.25. 6 has a goal aggregate

of 11-5$ and hence an average of 2.2.

The following Saturday both teams lose. A loses 4, and 13

los'es 1-3.

Now the supporters of team A might think that they started

with a better goal average..:than 8, and they have:done better

this Saturday - whichever way you look at it it:seems better

to be beaten by only one goal than by two, and in any case

3-4 gives an average of .75 and 1-3 gives an average of only

But when the goals are added up each team has an aggregate

12-8, and so they are now equal. We have a system of matheMa-

tics in which 9-4 and 3-4, and 1 -5 and 1-3 both combine to

give 12-8.

It is helpful to look at this geometrically (Fig. 9).

See Fig. 9.
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Two thingS are involved vector addition and equivalent

fractions.Sub-totals are added vectorically, but when the

goal-:average is calculated we are concerned with the uoual

equiValente relation between fractions. A vector diagram

presents the relation-ships in a visual form, and is a great

help in constructing examples Which show the peculiarities

of the system. This forM of presentation has important appli-

ditions to rational approximation (3).

this example, given the performance of _eam A, with

initial aggregate of 9-4 and the

tcf.see that the appareht paradOX

averages but the same overall average

area in the diagram. Any point in the

new score of 3-4,_it is easy

of a team with worse partial

is related to the shaded

area with integral coor-

dinates enables an example to be constructed.

The following problems Can all he attempted by similar metheds.

There are incidentally two typee of problem. Some problems are

Concerned with the result0 of one of the given teams playing

a third team - these problems are linear. Some problems are

concerned with the two given teams playing one another these

problems are quadratic.

fxamptaj1

Two teams are equal on points, but A has a better goal average

than B. If they play ohe another and the result is a draw, is

it possible for 8 to get a better goal average than A? That is

to say, can their league positions interchange as a re tat of

a draw?

Consider a case where team A is 2 points ahead of teen% 8, but

8 has a superior goal aver ge They play one another and B winst

so that they now have equal points.

Can we be sure that 8 still has a superior goal average?

245
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Exampte 13

Can you construct some e,axnples where the total goals for

and:against 4re such that A is ahead on goal aveitage but

is ahead on goal di-660tence ? Now that World Cup matches are

decided on goal difference instead of goal average many in-

teresting eXamples are lest.

Prom a theoretical point of view the paradoxes of goal eve-

age arise because the equivalence relation involved in equi-

valence of fraCtions is incompatible with vector addition.

The idea of the compatibility of an equivalence relation and

an operation is of the greatest importance in the development

of mathematics from a structural standpoint. This situation

provides a useful counter-example.

The thnee bak Unkage

Lasyl_14

The three bat linkage is an important practical method for

producing elaborate mechanical movements in a simple Way. It

is used in the-claw mechanism in the gate of a film projector,

in foldaway furniture, in farm machinery and many other places.

The simplest kind of three bar mechanism_is shown in Fig. 10.

XA,AB and 81 are three bars, pivoted at X and Z, and freely

hinged at A end B. The interest is in the locus of a point in

AB such as P,

What geometrical princi les are involved?
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Let AP/PB . On With X + n

Introduce ve X, y, z u, such that

XA = z, AB y, BZ m x, and XZ m u, then

Z y + X

Conpleta pAra lelograms AAPK and PS Z, and take L on PK, with

Pi m nPK, And take M on Pi, with PM = XPJ.

Now cOmplete parallelogram LPMV.

XV m XK Ki Ly = AP 4 KL 4 PM m NAB XKP

xy 4 AZ + Xx Au =

Hence v divides X2 in the ra

This means that X LY is another three bar linkage which will

generate the saMe locus, with P on KL.

Sinilarly V

rate the

_ a third three bar linkage which will gene-

locus, with P on MJ.

In other words there are three different linkages, all of which

generate the same locus. In a practical problem one of these

might be ranch more convenient than the others.

We have taken x, V, z, u as vectors. But it is equally true for

conplex numbers ttat

1.

and

x -1-1 + zm u implies

_ =Nu

z 4-Xy = Ay -4- z m Au nz with N+n m I

In terms of conplex nunbers this means that the tr ple gene-

ration theorem is true in the extended case when P is not on

the line AB, but is rigidly attached anywhere in the same plane.

This is illustrated in Fig. 11.

See Fig.

247



21'3

Cis



239

This extended theorem also has important practical appli-

cations. Three bar curves have many attractive geometrical

properties which were studied in former times but which

are little known today. Some of these would be worth study-

ing in schools.
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THE SOLUT ON OF POLYNOMIAL EQUATIONS

T.J. Fletcher, Darlington

Every student of mathematics is concerned with the solution

of polynomial equations at various points in the course. The

algebraic solution of polynomials was a major concern of

mathematicians for many centuries, and the discovery that

the algebraic solution of the quintic equation is impossible

was a major landmark. This was first achieyed by Abel, and

very shortly afterwards by Galois, and if there wasany

single event which changed algebra from 'traditional' to

'modern' it was surely the approach of Galois to the solu-

tion of equations.

To understand this problem involves considerable traditional

algebraic manipulation - and there are complaints that some

students do not get enough practice at this these days - and

it also involves an appreciation of the strategic over-view

which can be provided by group theory.

Group theory comes early in many cot ses today, but it can

easily appear an 'empty' study,becallse it does not seem to

the student to solve any problems with which he is already

acquainted. To give the student this idea is to falsify

history. Group theory arose from the study of certain tra-

ditional problems for which previously known methods were

inadequate.

Unfortunately the teaching of these ideas can take a long

time in a course, and there are many other topics which

demand attention. We must also respect the arguments of

numerical analyses that the algebraic solution of equations

is a matter of historical intere.it only, little related to

current practice. But the group theory of algebraic equa

tions is worth doing if lt can be done sufficiently briefly,

and brevity might be assisted by presenting some of the

ideas in a more geometrical form.
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I will present the ideas at a speed suitable for the present

audience, but I believe they would be worth discussing

during the first year of a college course and on inservice

courses for teachers, and I wonder if some of the ideas

might not be used with the most advanced pupils in schools.

This presentation assumes elementary knowledge of the sym-

metric fUnctions of the roots of a polynomial, groups, sub-

groups and cosets, and the use of cycle notation to denote

the eleMents of a permutation group. The aim is merely to

show that the quintic cannot be saved algebraically, and

the more general problems of Galois theory are not tackled.

In particular no reference is made to the automorphisms

of fields. The formal theorems are stated but not proved.

Proofs may be found in references such as (3, 4, 8). The

quadratic equation can be solved by reducing it to the

problem of extracting a 'sgare root

x
2 px q = 0

1

(x
2

)

71°

and the fam liar method continues.

p 4q);

The hist rical methods for the solution of the cubic and

the quartic also proceed by using root extractions in

various ways, but there is no discernible underlying sy tem.,

This can be provided by adopting the point of view of group

theory. Throughout we will adopt certain standard notations,

and consider the cubic equation

3 2
x + px + qx = o

with roots n,3,y for which

q = al3+By+Yao

= a6y;

251
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and the quartic squat on

4
x + px-

3
+ q2 x- + Ax + A = 0,

with roots a,0,y,6 for which

-p

q ay + a6 +13y + y6 + 613,

-t = 13y6 + ay6 + Oip

= ae01,15.

We assume that p, q, A and s come from soMe number field F.

In practice we are usually concerned with the field of

rational numbers.

There are many traditional exercises in wh h the student

uses these basic equations to derive formulae for other

symmetric functions of the roots; although in my own case

the study was never pursued sufficiently far to see why

anyone should want to do this.

In the case of the cubic a function such as a
2
0

2
+0

2
Y
2 +y 2

a
2

is SymmVulc in the sense that if any of the substitutions

of the symmetric group on three -symbols, Pp is performed

on the function then it is left unaltered.

From this point of view there are functions Which are not

fully symMetric, but not completely asymmetric either.

Exainge 1 The following functions of the rOots of the

cubic equation,

a y and ay + ay

are left invariant by the substitutions

I and

which form a subgroup H, of the group P3. We will say that

they have the symmetries of the subgroup 1-14

A truly remarkable property holds for functIons which have

252
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the same (sub)group. In thIs case experiment will show suCh

identities as

a -P 1,

a2 1- 67 = (P Y)2

2

1- BY = -P/

A less obvious resul

2402u 02_4_(a2+132)71

and further experiment will show that other rational functions

having the same symmetry, for example

1 1 9 2 9 2 3
a Y B Y a

3/(a+B) and
p

have the truly remarkable property discovered by Lagrange,

that any one may be expressed as a rational function of any

other. To state this formally -

Thecomm I Given an algebraic equation of degree n, any two

rational functIons of the roots which have the same symmetry

group may be expressed rationally in terms of one another.

The proof of this theorem is not too difficult - it involves

a certain amount of manipulation with determinants and/or

matrices (3). The proof provides an algorithm for actually

doing what is claimed, and furthermore enables it to be done

with polynomials, which are a restricted class of rational

functions. This stronger result is not needed_for our pur-

poses.

S udents may gain much manipulative practice by experimenting

ith equations of this kind.

Lm.trigi..2 Consider the quartic equation. Verify that

= (1+6 and 0 = (16

belong to the subgroup

H: I, (a0t OM, (a Y6



Verify that

and
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2
(1:7 / (4

PC = (20 + p)4 / 2p0 p 4-q0+ q k).

Find some other functions which belong to the subgroup H,

and express them rationally in terms of one another.

Interesting relations arise between two functions when

one belongs to a larger subgroup which contains t e subgroup

of the other.

Exaipft3 Considering functions of the roots of the guartic,

Y6

has the group

G: 7, . (Y6 (Y6).

(aY06), (a6By).

0 al3

haS the gt0Up

H: I, (a8), (y6),

It can be verified that

0 + .

0 cannot be expressed rationally in terms of 0, but it

satisfies a quadratic equation of which the coefficients

involve 6,

2
0 - 0$ + = 0.

Consider also an exa ple involving the roots of the cubic.

E2k_unpL2L

2_
8 = a + 02y 4 ya



has the group

whereas
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G: IP (COY), (C003),

B
2

y

has the group of order one, the identity.

0 can be expressed rationally in terms of 0;

some manipulation shows that

0
3 ($ -40

However 0 cannot be expressed rationally in terms of

The best that can be done is to produce a cubic equation

which satisfIes, which has coefficients involving 0.

- 00
2
+ 4(0q-3

These results exeMplify two further general points. If

the proof of Theorem 1 (not given here) is examined it can

be seen that it demonstrates just as well that 0 can be

expressed rationally in terms of 0 even when the symmetry

group of is only a subgroup of the group of 0. The second

general point, how we may attempt to express in terns of 0

in this case, is explained in the next theorem.

Theo4em 2 If o and 0 are ra ional functions of the roots

of a polynomial with coefficients in some field F, and

i. 0 has group G,

ii. 0 has group Hp

H is a subgroup of G 7f index A,

then satisfies a polynomial equation of degree 4 with

coefficients in F(

Note 1 - the index of H in G is k means that the orde

G divided by the order of H is/L.
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Note 2 - F(s) denotes the field of numbers obtained by ad-

joining the element 0 to the field F.

The proof of Theorem 2 is quite short but it will nOt be

given here. The proof does however make use of a general

idea which we will discuss.

Exemipte_ 5 Consider the cubic.

--g a2

has the gr up

H; I, (as)

order 2. This group is of index 3, regarded as a sub-

group of F3, which is the group of the symmetric functions

of the roots.

P3; 6), (ay), (aya).

We know that 1 and (aa) leave 0 unchanged. Call it 0

the moment. The operations (By) and (aya) however ch n-e

0 to 02 (say), where

2 2
02 = a Y

The re aining Odo operators (ya) and (a$y ) change 0 to

B2 y2.

Theorem 2 tells us that 0 (=01) satisfies a cubic eqUation

with coefficients in F. Tedious manipulation will produce

this equation,

3 2
0 4 -2 (2q- p )0 (p

4
+q p (7-2pA)0 (23-441+t)2'

- (p
2
-2q) (p

The theoretical Interest is that the three roots of this

equation are 01, 02 and 03, and that the transformations

of P3 which transform to 0 are a co wthaet i respect
1 2

to H, and the other two transformations which map 0 to 03

are the remaining coset.

It is now possible to show without too much trouble that the
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famous solutions of the cubic and the guar ic, named after

Carden and Ferrari, are explicable in this context. It is

preferable, however, to emphasise how solutions of these

equations may be carried out pmety by toot ext,Tactiona. This

we will now do. We introduce an extra trick, the theory of

which we will consider later, which enables us to proceed

from One stage to another by solving equations of the

especially simple form 17 = 0. In the course of doing this

it will be necessary to Introduce complex roots of unity,

as circumstances demand.

Examge 6 The symmetric functions of the roots of the cubic

belong tO the group P3. This has subgroup of index 2, the

alternating group As.

A I, (a8

A function which has this group is

2a2
Y -Y

2
a.

Under the other transforms

62a y26 ca2y.

P3 this becomes

these two functions we may form

ir i61 o0(Q-E9 vy(3.-y) y,( -a).

As the argument develops we Will Come to regard:Fes being

not so mUch the difference of 01 4nd 02, but as the two

values of 0, added with weights equal to the two square roots

of unity - but more of this later,

The important thing about" is that it is a funct on with

group A3 whose square has group P. This is best seen by

realising that the operations of P either leave las it is

or multiply it by -1. Hence in either case they leave I
2

unaltered.
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Hence 1, whith has group A satisfies the equation

=

where 0 is some function with group ch we may regard

as known, because there is an algorth or constructing it

from the coefficients of the originai equation .

ir can be evaluated by taking a squaze root, and now all

rational functions with group A3 can be regarded as known,

An the sense that Theorem rwprovidee a Mothod of expressing

all Others in terms of thelwe have fourd.

We now start again and try to find function whose group

is the identity but whose cube has op A
3'

Consider

Under the other operations of A3 this takes the values

02'0

Now form a new function

and

2
+ wB yl

This is to be regarded as the sum Ot th three values of

our original 0, weighted with the three complex roots of

unity. It is easy to verify that iha $ S group I, whereas

its cube has group 43. Hence

with some new function e which is 1iown in the sense that

we can express it rationally in terms of already known quan-

tities incJuding the old

Now

+ 8 + toy

is also calculable, since it has the seMe group as IT . In

fact

258

(2

2
I3v Ya 04 .



Furthermore

-19

250

Equations (1), (2) and (3) may now be solve for cs, El and y,

and the equation is solved completely.

The process of solution is to be seen as WCzking systemati-

cally from functions with symmetry group P$ down to functions

whose group is the identity. Note that any given root of the

equation actually has a larger group than tte identity, thus

the root a has a group of order two with eleMents I and (By)/

but when we know some function whose group is the identity,

by Theorem 2 all of the roots may be expreesed in terms of

it. We have given an alternative procedure Which is a little

more convenient.

Ex'c4 Express each of a, $ and y rationally in terms of

This function is called a bloAnge otveKt Of the cubic.

Exampte ? We will now s lve the general guttc equation

in a similar way.

The fully symmetric func_ions of the root$ tave group P.

It is possible to find a functioniF which tas group A4,

but whose square has group P47 that is to soy it satisfies

an equation

ow

h 0 exp --ssible in terms of p, qw Aw 4,

One such function is (a-0) (a-Y) (a-6) (0-Y) (1- ) (-); but

more general principles are indicated by lOoking at the

problem another way. We may take a sufficiAntly asymmetric

function, such as far example a302yw and ferm 11 other

functions by using the transformations of A. Adding up

these 12 gives a 'unction 04 with group A4. The remaining



ansrormationn

01 02

has the required property

A
4'

which is of Qrder 12 has a subgr up
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hange 13 to a function 0

G4: 0)(Y6), (col, ) (3t) , (13(5)(0y).

Our standard methods prottuce' a fun_ ion

Jr ( 0+,0)
2

(- -y), w

with group G4 whose cube has group A4.

The rest is easy: G4 has 8 subgroup

And G han a subgroup I. Zn each case the reader may construct_

suitable functions jrwhioh have the symmetries of the smaller

group and whose square has the symmetries of the larger group.

All of the roots are then expressible in terms of the last

function we find.

There arc practical procedures for the solution of the guar-

tic which are more convenient than the method just outlined,

but this method brings out the principles. The great impor-

tance of the decomposition of a group into COSs CAA be seen

all the time.

The ultimate aim is to she, that no such procedure is possible

in the case of the general quintic. Befo we can do this we

must establish one more general princi. If we have a func-

tion 0 with group G and another funcLion 0 with group H, Where

H is a subgroup of G with index A, then Theorem 2 ensures

that 0 satisfies a polynomial of degree A with coefficients

in F(0). In Examples 6 and 7 these polynomial equations were

of the very special form

k
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_to explain why this could be done
_

onstrated, when it cannot be done always.

he cas

711.,e reason is that.H has to be a special kind of subgroup

of O. Actuaaly H has to be special in two ways, and we will

conOider thmse one at a time.

In the c urse of Example 7 we considered 0
4'

a subgroup

of A4.

(0Y)(66), (a6 ) (B0-

oB + yd has the group 04, but sone of the oth r

Mutatiofts of A4 (a coset of permutations) change 0 to

/2 = ay + B6,

and the re
4

05

g permu a i ns change it to

Y

From Ve built up the funci. n

ir

Now an important link in the argu -nt vas that the permuta-

tions of G left this whole expression invariant. This comes

about because not only does 01 have group G4, 02 and 03 bava

up 04 as well. This is not always the case as the follow-

example will show.

E_Jes_j_xarr We might attempt to solve the quart c this way

yd = has a group Of order 8.

(Y6), (c113) (y4), (ay)(Bd), (a6

(aY0O) (a68

This is a subgroup of P4 of index 3. observe that we noted

a short way bock that eB -F. N6 had a group G4. This was be-

cause we were then working inside the group A4. We are at

the moment working inside P4. 08 is a subgroup of P
4'

but
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e -alled G:A

he other permutations of P4 change 01

2

13

a subgroup of A4.

just as before. Bjt what happens when we form

2
e+Y4) (41( Y1136) w (a54.8y) 7

Jr does not now have the group G81 ?his ls because a per-

mutation such as (a$), which As in Gs, changes Ft°

Jr, . (mB4y4) 0,(a6-1-13y)
2
-(ay+615)

This maans that whereas Theorem 2 ensures that 0 a$

satisfies a cubic equation with coefficients in F the attwapt

to construct a functionj for which the equation takes t ha'

specially simple form fails.

The process succeeded in Examples 6 and 7 because the sub-

grotlp was not only a symmetry group for ffir it was also a

symmetry group for 02 and 03 as well. We did not point this

out at the time, but it is crucial. When we consider #2

and 03 in the two examples this crucial difference ls seen

ollows.

The symmetries of G4 leave #1 invariant, and they leave 02

and 03 invariant as well. However the remaining symnetries

in Gs, which are (0)0 (Y6), (ay06) and (a(50-0, interchange

02 and 03 with one another. Consequently the attempt to build

the functionj from 01 falls.

Ee4e :Show that sImilar difficulties arkse if we try to

solve the cubic by seeing that ..- 0 has a group

of order 2, and trying ,to construct a suitable

/from it.
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sae proPerty of H as a subgroup of G, permitn
, . _

nation conneCting functions with these groups bp he put

the specially simple form, now has to be expressed entirely

self-contained group theoretic terms. We consider the case

re E is a subgroup of G of index 3, but the argument can

be generalised

Suppose that a decomposition of G

by

/
and Hg

3

--sets by H is given

92, 93 c

Suppose further that 01 has group G, and that it is changed

to b#- y a
2 2

and to 03 by gs. Then

ail the elements 0f H transform 0 to

ell the elements of H92 transform 01 to

ell the elementS .9f-Hg;i transform 01 to

Now choose sone arbitrary g and suppose that

x-
04 or

e5t
0i g =

Since any /IC H, leaves all the Os invar ant,

iX
Oxit = 04 g -Fit .

Operating further with the initially chosen

6

and since 04_ have

V 9 e G, V h cH, V 6 ,

9,

fis

m Os g h

#

#2,

#3.

-/

This means that g hge H, since It leaves,invariant.

This condition may also be written as

g ,

This property is well known in group theory, where it occurs

nany contexts.
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Given a group G w lh a subgroup H, then H is

aitiant, nwunet

g Hg

-conjugate subgroup if

Different wr ters use different terms for this, but we will

speak of an invaltZula subgrOup because this term seems to

describe the geometrical aspecte of the situation very well.

One further matter remains to be checked. We have been

employing a particular strategy to construct a function

but it might be possible to ronatruct a suitable 1-by Some

other method. This point is not flfficult to resolve; and

then Theorem 3 can be estaWishei.

ViewLemL3 Given a group G and 4 subgroup H, of index

in G, then if there exists a function J with group H and a

function 0 with group G Such th

then H is necessarily an invariant ubgroup of G.

However, if H is an invariant subgroup of G this alone is

not suff cient to ensure the existence of a relation of the

form f 4 = O. H has to be special in another way as well. This

matter will nOt concern us in our limited aim of proving the

general quintic insoluble by these methods; but it has to be

understood in order to develop other aspects of the theory.

We,therefore mention this point for completeness, hut give

it no discussion. Given any group G and an invariant subgroup E

then it is possible to form something called the quattentglwap.
For these Methods of equjttlon solving to work, at each stage

not only must G have an nvariant subgroup H but the quotient

grooD must be cyclic. Thete who do mot appreciate this techni-

cality need not worry, ae it does not concern us any more.

It now ft lows that if at any stage in the attempt to s lve

an equation by the successive extraction of roots,

264

nd



256

that the appropriate group G has no invariant subgroups

whatever, then the process will fail at this point.as there

is no way to continue. We will see that this is the case

wi h the general equation of degree five.

Itis more than time to look at some of these things geome-

trically. Geometrical considerations can give insight at two

levels, at least. We may look at the axes of symmetry of the,

appropriate geometrical objects, or we may_look_at_CaYley_

graphs.

Consider the solution of the cubic carried out in Example

This involved the group P3, and a geometrical object with

this group is the equilateral triangle. The axes of symmetry

of an equilateral.triangle are indicated in Fig. 1. This

assists our thinking about P3. There

are three 2fold axes, labelled 1, 2, 3, and one 3-fold axis,

labelled 4. For convenience we may initially regard these

axes as fixed in space and think of rotations taking place

about them. The meaning of a subgroup on this kind of picture

should be quIte clear.

It is geometrically evident that we may take a further step.

Take a 'copy' of axis 4 and perform the other operations Of

the_group 0n lt. It is clear that they all leave axis 4 inva-

riant - they leave it invariant as an overall configuration

2 1; 3
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--ailthough-they may alter its sense. If we 0 Sider.the sub-

group corresponding to axis 2 (say), the situation is dif-

ferent. If we take a copy of axis 2 and carry out the ope-

rations of the group on it, it may be left where it is or

it may be transformed into axis 1 or axis 3. This shows the

difference between subgrOups which are invariant and sub-

groups which are not. This geometrical model helps us to

recognise which subgroups are invariant by inSpection. (The

ideas-of-conjugate subgroups_are also brought Out very well,_

but we do not need them for our limited pUrpose).

The solution of the guartic involves P4, and the direct

isometrics of the cube provide a picture of this.

Ex ci.4 Draw diagrams and construct models of the axes

of symmetry of a cube. List these axes. Identify some sub-

groups. Distinguish between subgroups which are invariant

and subgroups which are not. Identify the groups and sub-

groups involved in Example 7, and verify at each step in

the argument that the subgroups used are invariant sub-

groups-

Exactee Prove that a subgroup of index 2 is necessarily

invariant

ExcL Check that if A is an invariant subgroup of 8,

and B is an invariant subgroup of C, that A is not necessari-

ly an invariant subgroup of C.

We may now look at the quintic equation? With which is

associated the group P5. This is the group Of all permuta-

tions on five symbols. We can immediately find a subgroup

of index 2 - the group A consisting of even permutations

only. Being of index 2 this must be an invariant subgroup,

but in any case we can quickly_see that the function

El (5
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-has-the group A5 and -that'its square has group P5.. The 'first

step towards a solution is taken. Has A5 any invariant sub-

groups?

A model of A5 is ed by the icosahedron, dodecahedronprovid

or any other solid with the same symmetries. One such ob-

ject is the football based on the truncated icosahedron.

Inspection of a football makes it plain that there are no

Anvariapt_subgroups of 45,_and_so the quintic is insoluble,_

Regrettably there is a small gap still remaining in the

argument. Perhaps P5 has some other invariant subgroups,

Within which a furhter invariant subgroup can be found, and

that a solution may be constructed by this alternative route.

t would be nice t0 produce a three-dimensional object with

symmetry group P5 - but I do not know of one.

,com.i.A.e Show that the group of the 120 isometrics of the

icosahedron, direct and indirect, is not isomorphic to the

group p5.

Geometrical pictures can give further help in understanding

what is involved in an invariant subgroup. InspeCtion of the

axes of symmetry of the equilateral triangle and the cube

Shows that the symmetries may be arranged in a very obvious

way in different types or ctae4e4.

The equilateral triangle has the follow ng sy e es:

the identity

1rturns
1rturns 2

6



cube. has the follo ing ymme s -

the identity

1rturns about axes through opposite edges 6

turns about long diagonals

2

1,=--turns about axes through opposite faces-

--turns about axes thr ugh opposite facee 6 _

. 24

It is geometrically obvious that if a Subgroup is to be

invariant then all the elements in any given class must be

treated in the same way - they Must all be included or all

excluded. Hence, in the case of P3 the number of elements in

an invariant subgroup must beof the form

6 = 0 oA 1;
2

and thisnumber must also divide the order of the group,

which is q. The only possibility for a proper subgroup is

6
1

= o, 6 = I. This gives the invariant subgroup of order 3
2

which we know.

In the case of P the cOrresponding expression is
4

_ _ _ _ _

+ 66
4'

with 6

0

0

and the total must divide 24. There are only WO possibili-

,ties:-

1 + 8 + 3, which leass to A4',

1 + 3, which gives an 1 variant subgroup, but which

does not lead to an alternatiVe solution of the quartic be-

cause it runs into the other difficulty that was mentioned,

a suitable I cannot be constructed because the quotient group

is not cyclic.
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_ApplytheSe arguments tp,the icosahedron, and show

that A
5
has no ivariant subgroups.n

These arguments may be put into an algebraic form and they

may then be applied to Ps, awl this enables the next theorem

to be proved completely.

Theo4ern 4

1. The group P5 has only one invariant subgroup Asp

ii. A has no invariant subgroups.

:All the evidence has now been accumulated to demonstrate Theo-..

rem 5.

Theokm 5 The general algebra c equation of degree five can-

not be solved using only

1. rational operations,

ii. introduction of the 4th roots of un

iii, extraction of 4th roots.

Yr

There are other geometrical ways of getting insight into

group strUcture. The icosahedral football may be regarded as

a Cayley graph of As. Cayley graphs are explained very simp-

ly in reference (5). A triangular prism provides a Cayley

graph for P3, and a truncated cube a Cayley graph for P4.

The crucial step of finding an invariant subgroup of index 3

is illustrated well by these models. The various values whiCh

the function 0 takes are associated with the nodes of the graph.

These are partitioned into sets to he labelled 01, 02, 03. Coin--

paring the situations arising from Examples 7 and 8 we see

how in the one case the symmetries of 0/ are also symmetries

of 0
2

and 0
3'

but hc,0 in the other case they interchange them.

We also see how, in the satisfactory case, other symmetries

of the group exist which rotate the cosets into one another.

(The quotient group !.s'cyclic). We may see further how P4

269
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has the invariant subgroup of order 4, referred to above,

and how there are 6 cosets, but that these may net be rotated

one to the other by using some fixed axis - showing how the

attempt to construct a j by us ng powers of some root o

unity as weights breaks down.

The construction of the equation j 0 correspendS to the

geometrical problem - colour the nodes of the Cayley graph

with t colours in such a way that the sets of each colour

are congruent, have the same symmetries, and can be rotated

into one another by using a single axis.

Once more, inspectiOn of the football will show that we can-

not do this.

Exeita6e: Yet another way of employing geometricai objects

to illustrate group relations is to use the faces Of a poly-

hedron to represent elements of the group instead of the ver-

tices. This produces,duals,of Cayley graphs. This method was

employed by Klein and others and is described in textbOoks

such as Burnside (2). It is widely used in the diaeaSsion of

groups which arise in connection with certain functions of

the complex variable.

The reader may investigate he appropriate representations

of this kind for the groups wh ch we have been discussing.

270
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cN:1EQMETRtE In DIENST EIMER VGRE-SSIVEN UND

:..LTEN..PADAGOGIK

G. Glaeser, Strasbourg

Der vorliegende Vortrag tragt den ihen Ti el wie das

Vorwort zu einem Band des "Livre du PrO1ame", das au-

genblicklich vorbereitet wird [i

den einige phdagogische Grundahtze $u

Riiesem Werk wer-

Zeigt, und vor

allem auch pkaaoh angewendet, die, cbWhi sie banal er-

soheinen oder weil sie banal erschi4i4SAN immer noch zu

sehr vernachlssigt werden,

Gkund6atz:

Das Ziel des Mathemattkunterrichte 4 6W,eht nicht in do.

Cibertm:tteung von Knn Am. Das Wesentiiche ist die bi.tivick-

Zung de4 intatektuaten Fdhigheiten, dtt nug dumb die mathe-

matische Praxis erreicht werden kaTin

Ankegen zam ma h- atiechen SOU-Leen, Hir44h4e4 zwr. Handhabung delt

AbgrEala.ion fUr die Lbsung prektisohr Probleme,AnotAnen

von Phanta6ie., Kombinationw' zur Ka:ea-au-Wit tn Rahmen deft

vokhandenen agiiaaiten.

Unser Standpunkt synthet siert die drel Baupttendenzen:

- Die hiliagogik &Et Mathematihm "ohnc. $Oliteen" wie sie zum Bei-

spiel in den Werken von Dieudonne er5obeint, wo zunamme-h-

hangende Abhandlungen von einigen Tallim, der Mathematik

erarbeitet werden.

- Den Trend der Miagogen, die sic r i1ern mit dem Ver-

halten der Schiller befassen, ohne dabal dem mathematischen

Unterrichtsstoff ausreichendes IntereSS.e zu schenken. (Im

272
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Hinblick hierauf soheinen die Arbeiten vOn 11. WAGENSCHEIN

Ci2 j au nehmend interessant zu sein).

Und schlie8lich die Tendenz den Pd t4!eI die sich vor

allem mit Modellen zur NachrichteneberMittlung befassen

ohne dabei das Hauptgewicht auf eine 3,ebendige Mathematik

und die bei den Schtilern beobachteten Reaktionen zu

legen. Das Werk von E. WITTmANN enthUlt 44e sichtbarsten

Ergebnisse in dieser ffins1cflt E 3 3

Unser Bestreben ist en, padagogische

reiten, die den jeweil igen Forderungen

Rechnung tragen.

Das Entscheidende ftir eine erfolgr

Ausbildung ist dekdetrinitive BAucArnt d_

in den ersten Phasen seiner geistigen

des Kind seine Umwelt aufgrund der FU1

die in einer Masse von parasitären Info

bergen ist, nur gtobat auf.

nahxnen vorzube-

er Tendenzen

athematische

laeti4cheri Denizen:

icklung nimmt

von EindrUcken,

ationen Ver-

Deo Lehken deo deduWven Denkeno, das e nes der Ziele un eres

Unterrichtes darstellt, erfordert eine Analyse und eine

Strukturierung dieses Bilderstromsz es 90ht darum zu

lernen, wie die mathematische SprechweiSe von den sie

umgebenden "Hintergrundger4uschen" befrait. die Melodie

aus den Kratigerauschen der Schallplatte herausgeht5rt

werden kann.

Um dem Schiller dabei zu helfen, diese MAtation durchzu-

fUhren, mUssen wtogxe4sive, pädagogischeM4Onahmen ent-

wickelt werden, die bereits mehrere Jahr* im voraus

konzipiert und geplant werden. Etwa mit Vierzehn Jahren

mue der Schiller in der Lege sein, Ban.444 4bzwEe,iten und zu

Winnen.

Die Inzidenzgeornetrie eignet sich besonaers
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dieae-Aufgabe-.Nachste1ied z eine Behr unvol kommene

AusWahl der Versuche, die wir am 1.R.E.M. von Strasbourg

durchgefithrt haben.

a) Beetaung von AuAdkuctachAgan-iatzOten bei den ersten Ein -

ftihrungen in das mathematisahe SchlieSen.

In verschiedenen Grund hulkiassen (8- bis 10-jahrige

Schiller) erprobten wir Tnzidenzmodelle mit Hilfe eines

Lehrmaterials, das aus auf WollfAden aufgezogenen Knbpfen

bestand.

Man stellte z. B. die gaben, die Anordnungen in der

Weise zu vervolistUdigen bzw. zu modifizieren, da8 "zwei

verschiedene Knbpfe stets auf eineM und genau einem

den aufgefgdelt sind."

Durch den Gebrauch der Ausd tick "Kn8pfe" und "F4den

verwendete man eine den Kindern bereits vertraute Spre-

che und klammerte die semantschen Hintergrundgerausche

aus, die durch die örter erade" und "Punkte" hervor-

gerufen warden.

Beispiel ist die. Untersuchung der AutomorphisMen

des vollstHndigen Vierecks von ,Klassen mit 10-jahrigen

Schtilern in dem folgenden Zusammenhang mit Leichtigkeit

bewAltigt worden: es ging darum, Steinchen auf zwei Fi-

guren, die der nachstehenden:

0
Ap

analog waren, so zu versieben, daB jeweils drei

chen, die auf der ersten Figur "in einer Reihe lie

274
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auch auf der zweiten in einer Reihe bleiben.

Einigen Kindern gelang es (dank eines geei neten Ma-

terials), elle 24 Automorphismen der Figur zu finden

(und die anderen fanden recht viele).

Danach wurde nachdrUcklich darauf hingewiesen, da6 es

vorteilhafter ist, wenn man statt der Steinchen die

Paden verschiebt; dies ist viel einfacher und zeigt

deutlich die Fruchtbarkeit der Dualitlit.

12- bis 13-jahr. ochUler haben wit Zettel vor-

bereitet, und zwar in tn 5th 'gezeichneter Streifen"

auf der Grundlage vcm fiktiven U7Bahnnetzen:

es wurde zum Beispiel gefragt, ob es mbglich sei, ein

Q-Bahnnetz mit sieben Stationen, von dem nur eine

Linie bereits konstruiert ist, so zu vervollstandigen,

daB zwei verschiedene Linien jeweils einr -meinsame

Station haben und zwei Stationen jeweils --ch eipe

und genau eine direkte Linie miteinander verbunde_ Sind.

Der Vort,- dieser "Maskeraden" lag darin, da3 eine Ein-

fUhrung jn die axiomatische Methode möglich war, wdhrend

die Schiller gleichzeitig von den bereits begrUndeten

und feststehenden Derstellungen, die die Wbrter "Punkte"

und "Gerade" beinhalten, unbehelliat blieben. (Ahnliche

Vorsuche sind von Professor H. SCHUPP, SaarbrUcken, dutch-

gefart worden E4] ).

b) Beweis und Uberzeugung

Die Beobachtung Zeigt fUr gewbhnlich, da3 ein Kind zur
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BegrUndung seiner Uberzeugung nicht immer einen Beweis

fUr notwendig halt, und da0 ein formaler Bewei!T

Zweifel oft nicht zerstreuen kann.

In den gleichen Bereich fallt die folgende Beobachtuhg

eines 11jahrtgen Jungen, der sich mit der nachstehenden

Aufgabe befaBte:

Au6g ab :

Mit 994eizade bezeichn-t man ein System von drei Kanten

mit einer gemeinsamen Ecke. Man will die Eanten eines

vollständigen Graphen mit 4 Eckert zweifarbig anmalen. Es

soli bewiesen werden, daB, wenn es bei einer soichen

Farbung ei'con einfarbigen Dreizack gibt, dann auch ein

einfarbige Dreieck vorhanden 1st.

Das Kind lieB sich die SituatiDn erst in nicht-technischen

AusdrUcken erklaren und entschied dann, zunachst einmal

einen Dreizack bleu anzumalen und zu versuchen, die Kolo-

rierung durchzufahren, ohne einfarbige Dreiecke herzu-

stollen. Er stellte fest, da5 er

den B1 f-ift nicht mehr ver-

wende ohne daB ein blaues

Dreie- _and, und daB er ein

einfarb ,otes Dreieck

wenn er

ri -ielt,

e verbieibenden drei

Kanten rot malte Zu unserem
groBenErstaunenjedoch hielt er

den Bowels nicht far vollatandig.

Er begann von neuem, die Schlub-

folgerung fUr jeden einzelnen

Dreizack sukzessive durchzufUhren,

wies jedoch dabei darauf hin daB es unnUtz sei, den Ee-

weis mit roten Dreizacks zu liefern.... Da er sich aber

aber die Xquivalenz der 4 Dreizacks nicht klar geworden
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war, ,orkannte er nicht spontan, daB er unabhangig vOn-

einander vier Mal dasselbe Argument vorbrachte.

Dies i _ ein Belspiel fUr die padagogiren Fallstrlcke,

die der Begriff des Beweises in sich biryt. Es ist

wUnschenswert, daB geeignete Ubungen erarbeitet werden,

die die Verbindung zwischen formalem Beweis und Giatig-

keitsnachweis fordern.

Au6gabe

Man sagt, zwei Landkarten sind gleichar ig gefrbt, falls

immer dann, wenn zwei Lander der ersten Karte eine ge-

meinsame Grenze (bzw. keine gemeinsame Grenzo) haben,

die Lander derselben Farbe auf der zweiten Karte eine

gemeinsame Grenze (bzw, keine gemeinsame Grenze) haben.

Kann man die zwei e Karte, unton, ebenso anmalen wie

die erst, Karte?

Die Antwort kann nur einer Uberlegung entstammen, wobei

man versucht, eine der gewUnschten Farb ngen zu erreichen

wenn man von elner der gewUnschten Farbung ausgeht.

6 chattung deit Hi, glualdg cjiiiw cite

Wenn man eine Sammiung kleiner Ubcriegungen mit e nigen

SchluBfolgerungen anlegt, die gut artikuliert und auch
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dazu geeignet sind, jungeren Kindern die Logik nahezu-

bringen, stellt man fest, dal} die Beweise der elementa-

ren Inzidenzgcometrle (siehe die ecsten Seiten von

diesen Forderungen entsprechen.

Kann man jedoch die Aufgabe stellen zu beweisen, da8

"jede Gerade" (einer Inzidenzstruktur, die bestimute

Axiome befriedigt) mindestens drei "Punkt " enthdlt?

Der Begriff "Gerad ist mit einer solchen Vorstellung

verkn8pft, daB Nicht-Eingeweihte eine Frage dieser Art

fÜr dumm hal en wUrden.

Um aber dennoch dieses so kostbare Material verwenden zu

}carmen, muB es in einem anderen Zusammenhang neu formu-

liert werden. So kann man fragen, ob es moglich ist,

ein Autobahnnetz zu konstruieren, das dieselben Axiome

befrieC!.gt, und wobei bestimmte Strecken an weniger als

drei Stdten verlaufen. Man kommt somit zu akzeptableren

Prain, mit denen sich die Kinder (12 Jahre alt) gern

auseinandersetzen.

Lie Verwendung von verkehnetzen enthalt andere Hinter-

grundgerdusche: zum Beispiel muB die geographische An-

ordnung der Stddte oder der Stationen beiseite gelz:,ssen

werden.

Wir befUrworten eine paykothAete Pddagogik, wie Andre

LICHNEROWICZ es nennt. Man bedient sich vieler

konkreter Situationen die ausreichend unterschiedlich

sind, damit sich die verschiedenen Bintergrundgeräusche

neutralisieren kannen; und alles dies geschieht zu

dem Zweck, daB das gemeinsame Element auftaucht:die

StAuktuA

d) Oa, Lehkot it Lodien Sptache

Die Geometric ist schon INncst nicht m6- dell der
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logischen Strenge, (Abhandlung " ore geo_e_ co"

Andererseits entnehmen die Mathematiker gerade der Geo-

metrie am haufigsteen die suggestiven Begriffe und Aus-

drUcke, die ihnon lie Forschung erleichtern. Es ist an-

gebracht, schon bei kleineren Kindern Stileewohnheiten

zu entwickeln (Wahl guter Notationen, geschickte Anord-

nungen von Zeiehnungen und Figuren, usw) , die das

Widererkennen der Formen,vereinfachen 61] .

Es gibt zum Beispiel eine "Nidagogaz de6 Farth6ti " Heut-

zutage fLrdern die Herausgeber die Lehrbacher mit reich-

licher Koloeierung. Wenn man jedoch diese Werke ernst-

haft praft, stellt sich manchmal heraus, daB allzu grell

hervorgehobene Einzelheiten Ablenkungen darstellen, wo-

durch den Schalern das Wesentliche entgeht. Wir werden

spater ein Beispiel daraber anfahren, was der Lehrer

in bezug a-LIE den heuristischen Stil bei den Schalern

erreichen kann.

Polk Geep oeiv

Bis jetzt haben wir lediglich von padagogischen MaB-

eahmen gesprochen. die sieh far kleinere Kinder eignen.

Nun soli jedoch von einer wörtlich gesprochen pro-

gressiven Padagogik, von Versuchen die Rede eein, die

sich an die Studenten im ersten Studienjahr an der Uni-

versitdt, ebenso an angehende Lehrer (zwei Jahre vor

ihrem Eintritt ins Berufsleben) richteten. Es ging da-

rum, sie in drei, jeweils zweis andigen linter 'chts-

veranstaltungen die Gruppe der Automorphimen der

Poppusschen Kontiguration untersuchen zu lessen. Man

tent fest, daii die meisten Schlasselbegriffe dort

vorkommen (Nicht-Kommutativitdt, ausgezeichnete tint -

gruppen, Transitivitat, Nicht-Primitivltat, Paritat

einer Permutation, Zerlegung einer Permutation in Zyklen,

9
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Exstenz von Fixpunkt n

Die Studenten stellten rasch fest, daB eine Art des

Vorgehens darin bestand, ias obige Gitter in zwei Aus-

fertigungen herzustellen und Steinchen von einem Gitter

auf das andere zu verschieben (wie beim HUpfspiel). Sie

entdecken bereits am Anfang, daB die Relation: "Die

Punkte und durch eine direkte Linie

verbunden" eine Augiva1enzre7'" ion ist. Es war ange-

bracht, die zu einer gleichen Klasse gehörigen Punkte

in derselben Farboanzwmieen. Ebenso sind drei RA:chtumgen

vorhanden, die die Aquivalenzk1a.3s_qo paarweise ge-

rennten Linien sind. Und such hicr k, wiederum mit

Hilfe des Farbstiftes diese wichtige Tatsache heraus-

gestellt werden.

Die untersuchte Gruppe von Automorphisien ist von der

Ordnung 108. Es ist also uninteressant, davon eine Ver-

knUpfungstafel aufzustellen. Aber man kann diese 108

Automorphismen nach ihren Fixpunkten (oder dual dazu

nach ihren Fixgeraden) klassifizieren, oder auch nach

280
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der Paritat der Permutation, die sic auf den Punkten

(oder den Geraden) induzieren, oder nach den Permute-

tionen, die auf den Farben der Punkte (oder den Rich-

tungen) induzieren.

Eine Au

gruppen

ellung aller dieser ausgezeichneten Dnter-

t leicht und auf na Urliche Weise zu machen.

Vom dideXtischen Standpunkt aus schin_ uns das systema-

tische DurchfUhren dieses Beispiels weitaus gewinnbrin-

gender zu sein als eine Voriesung Uber die eleMentare

Gruppentheorie. Nach dieser Art von Tatigkeit kt.innen

durch die resche Lekt(k. .dnes Kaptels Uber Algebra

die Befit"iffe an die richtige Stelle gerOckt werden.

Diese LektUre wird den Studenten jedoch auf jeder Seite

an langst bi..hechtcte und analysierte Tatsachen er-

innern.

Am SchluB dieses Vortrags muB unbedizir3t auf den frag-

mentgrischen Charakter diescr Auswahl von Beispielen

hingewiesen werden: in Wirklichkeit umfaBt die Arbeit

des I.R.E.M. in Strasbourg weitaus vielfaltigere Aspek

vor allem vergil3t man nicht, Beispiele aus der Praxis

zu behandeln..



273

L1TERATURVEKZE CHN :

[1] I.R.E14, de Strabourq. Le livrc

fascicule 1, 2, 4, 5 (C.E.D.I.c) Pa

[ 21; n WAGENSCHEIN: UrsprUn,Ilichas Verstehen nr0.1

exaktes Denke,. Stuttgart 1965

Erich WITTMANN: Grundfragen des hematik-Untr!r-

richts. Braunschweig 1974

14 Hans SCHUPP: Mtthlegeornetrie. Paderborn 1974

Gunther PICKERT: Projektive Ebenen, Berlin 1958

!6. Geor es GLAESER: L'observation clinique des

comportements heuristigues. Zentraiblatt fÜr Didaktik

der Mathematik 6 (1974) S. 153-156.



OBER EINIGE ERFAHRUNGEN DES i3CHECHO5LOWAKISCHEN EXPE-

RIMENTALZENTRUMS.

K OMBINATO-ISCHE GEOMETRIE IMNTEPR1CflT.

Vygin, Prag

Mein Beitrag betrifft einige Ftagen de6 GeoMetLieunt0mWas,

wie sie sich uns vom Stand einer zehnjahrigen Forschungs-

t atigkeit aus darstellen. Diese Forschungstatigkeit wird

vom Kabinett far Modernisierung des Mathematikunterrichts,

eincz kleinen didaktischen Forschungsabteilung des Mathe-

matiscnen Instituts der Tschechoslowakischen Akademie der

Wissenschaften, geleitet. Der Experimentalunterricht lauft

an 12 Experimentalschulen; davon sind 9 neunjahrige Grund-

schulen (ohne Selektion) und 3 vierjahrige Gymnasien. Man

unterrichtet da nach dem Oblichen Stundenplan, aber nach

einem besonderen Lehrplan und mit Hilfe besonderer Lehr-

texts. Diese sind moistens als thematische Hefte verfaft .

(also nicht als Lehrbacher far einzelne Jahrgange)-; auger-

dem werden noch Arbeitsblatter, Sammilingen von Vorberei-

tungsaufgaben (Motivierungsaufgaben) und Sammlungen von Kon-

trollaufgaben verwendet. Die Unterrichtsformen werden ent-

sprechend dem Altersniveau der Schiller gewahlt und geandort.

Der Forschungscharakter des ExperivIontalunterrichts besteht

besonders darin, daB aufgrund der mit Hilfe ,Jidaktischer

Tests festgestellten Ergebnisse einige thematIche Hte

von Zeit zur Zeit durch neue ersetzt und im mathematisenen

Experimentalkursus an gecigneten Stellen tonden eingegl..e-

dert werdcn. Die Sonden sind gewisse "Mimexrerimente", mit

deren Hilfe man die Anwendbarkeit, Angc7tessenheit und At
-s

tivitat neuer Themen untersucht, wobei man vor allem die

Schnerreaktionen auf diese Themen studiert. Unserer Hypo-.

these nach soil der Unterricht in der Grundschule nicfit zu

systematisch sein; er soil eine Gesamtheit von Propadeuti-

ken vorstellen, er soli die Ochaler durch seinen Inhalt an-

ziehen und durch Seine Methodon aktiiieren. In der

283
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Mittelschule liegt nritUrlich eine andere Situation vor.

Nach unserer Auffassung tritt dort nach und nach der de-

duktive Charakter der Mathematik immer mehr hervor, und

das System im Unterricht ist Uberwiegend. Aber auch da

darf man nicht den Grundsatz verlassen, daB der MaLom

tikunter icht sowohl dem Inhalt wie auch der Perm nach

raitzlich und interessant sein soil. Diese letzte Forderung

wird wahrscheinlich durch Aktivitaten verwirklicht, die wir

mit der Gesamtbezeichnung PitobfemunteiL4Lcht kennzeichnen. Wir

verstehen darunter einen Uberlegten, houristisch anglegten

unterricht, dessen Kern zweifellos getlqtete Entdechungoisind.

In unseren Lhndern hat der Geomet ieunterri. . den Selek-

tionsschulen eine alte Tradition; es handel rreilich

um die kiassische konstruktive Geometrie, in die

Vertreter der projektiven Geometrie des XIX. irhunderts

anschlossen (z.B. debrUder 4eyr), sowie an die sog. tsche-

chische geometrische Schule, deren Einflu0 noch in der Zeit

zwischen den beiden Weltkriegen nachklang (Sobotka). Da ge-

hörten zum Mittelpunkt des Unterrichts die Aufgaben, grafi-

tenteils sehr intetessante Aufgaben mit sinnreichen Lösun-

gen. Es waren aber solche Aufgaben, die wir im Problemunter-

richt heute ungern sehen; denn diese Aufgaben aberzeugen den

Bearbeiter nicht davon, daB die Theorie nötig ist, da0 man

ohne Theorie keinen Schritt vorwarts machen kann. In der

ttelschule gingen Theorie und die Aufgaben beziehungslos

nebeneinander her. Die Theorie war der fade, manchmal far

die Schiller schwer begreifliche logische Aufbau der eukli-

dischen ,..NDmeirie. Wenn auch manche Didaktiker der Gegenwart

die euklidische Geometrie far ein ausgezeichnetes Muster

halten, wie sich aus einem konkreten Modell eine abstrakte

Theorie ausarbeiten mat, zeigen unsere Erfahrungen etwas

anderes. Im Mittelpunkt des Interesses fOr die Mathematik am

Gymnasium und noch mehr an der Grundschule steht im allge-

meinen nicht der logische Aufbau. Namentlich in der Geome-

trie entsteht die Situation, die nur einem Fachmann völlig

verstandlich und annehmbar ist, daB namlich gewisse mit

) t
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Hilfe der Ansehauungogewonnene Kenntnisse ohne Beweis

ausgesetzt werden, uagegen andere ebenso evidente Tatsacher

manchmal sehr miihsam mit Hilfe eines deduktiven Verfahrens

abgeleitet werden. Unsere Erfahrupg zeigt, daa die Sehtl-

ler der Grundschuien und auch der Gvmnasien mehr danach

verle en, in der Geometric etwas Neues kennen zu lernen,

kleir Probleme mit angemessenem Schwierigkeitsgrad zu

senk denen das Ergebnis nicht im voraus irituitiv be-

kar und wo in der Tat gewisse "Miniforschungen" er-

fr ,h

wenn LH,74 wahr ist, daa an der Wiege einer ganzen Reihe mathe-

mntischer Disziplinen die Geometric stand, wie es iibrigens

die maihematische Terminologie zu bezeugen scheint, so kann

daraus die-Berechtigung des didaktischen Verfahrens folgen,

die man kurz als GeomaPc.W.mmg dek Schamathermak bezeiehnen

kann. Das bedeutet, daB wir den geometrischen Zugang zu

verschiedenen Themen verstarken wollen (wie r.B. Arithmetik,

Algebra,Funkt onentheorie, mathematisci Analysis u.a.).

Ferner wolien wir die Foordinatenmethode, geometrische Ab-

bildungen, graphische Methoden zur Lösung von Gleichungen

und Ungleichungen, geometrische Topologie usw. verwenden.

Wir sind der Meinung, daa daduch ausdrUcklieh die gut be-

kannte psyehologische Tatsache geltend gemacht wird, daa die

Mehrheit der Menschen dem visuellen Typus angehört. Dabei

haben wir keine Aolgst, dna diesnr Weg zu einer Vulgarisie-

runo - oder auf der Oberstufe zur UnterdrUckung der De-

duL .on fUhren konnte. 1m Gegenteil. Unsere Erfanrungen zei-

gen folendes: Tm Falle des geometrischen Zugangs und der

graphischen Methoden geratun die SchUler in die Lage, wo

sie einen genaueren Apparat brauchen als del,jenigen der kon-

struktiven Geometric. Sie wollen wissen, warum ein gewisser

Apparat funktioniert. So heginrien sie selbst, i tve ae-

grUndungen zu ordern. Namentlich in der II ist

eine solcho unaufgezwungene Einfahrung der Cedk., sehr

gegignet.
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Die angedeUtete Auf ansung des Mathematikunterrichts Andert

natUrlich die Rolle der Geometrie sehr wesentlich. Beim

geometrischen Zugang befindet sich die Geometrie v011ig im

Die,"st der anderen Lehrstoffgebiete. Wollen wir die "echte"

Geometrie retten und dan scheint uns fast unentbehrlich

zu .57141 mlissen wir eine geeignete nicht traditionelle

Thematik suchen, die mit unserer Auffassung gut Uberein-

st.L.tt. In unserdm Experiment haben wir eine gute Erfahrung

mit der hombina_toiti,6chett Geornaxiegemacht. Erlanben Sie mir,

diesem Thema einige Bemerkungen zu widmen.

Die kombinatorische Geometrie erfrischt wirklich die Fad-

heit der euklidischen Geometrie. Sehr eng hdngt sie mit

einer Reihe von Themen der Schulmathematik zusammen; erstens

ist es die Kombinatorik selbst, welter die Arithmetik der

ganzen Zahlen (samt der mathematischen Induktion) , die kon

struktive Geometrie und geometrische Axiomatik, die klassi-

sche und moderne Algebra (untcr.r den Strukturen nainentlich

die Gruppen und die matrischen RAume), dann die elementare

Mencenthoorle und Topologie, die Graphentheorie, die Thr rt

der konvexen Mengen u.a. In methodischer Hinsicht bietet ie

kombinatorische Geometrie viele Gelegenheiten zum heurit-

schen itn richt, zum Experimentieren, zum Entwickeln von

ProbletLutionen, zur Analyse der Segriffe und der vcrschie-

denen VeLE.hren.

Was da,

Mathemati'cJ so sehen wir diese folgender-

ma8en; Es am eine Disziplin mit geringer eige-

ner Theorie, thr mit einer groBen Menge von Problemen ver-

schiedener Schwierigkeit und verschiedenem Anspruch an die

erforderliche Technik. Deshalb kann man sie in den ganzen

Mathematikkursus rJnstreuen, sozusagen"vom Kindergarten bis

zur UniversitAt Jede der kombinatorischen Geometria gewid-

mete Stunde brinqt Gewinn.

adern dez xombinatorischea Geometric _n den

_ haben fo gende Vorstellung von der ithkun g den IzornbLvtato

en Geome-Vtie in den Mathematikunterricht: Man wAhlt
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geeignetes Material von Aufgaben Ian tent es nach der

Technik ein, die Eir das Ibsen nOtig ist. Man gliedert

Gruppen von dieser) Aufgaben bessrA- uesagt Problemsitua-

tionen - an denjengen Stellen ein- wo die entsprechende

Technik durchgenommen wird - Pdso unter dem Gesichtspunkt

der Anwendung. Es handelt sich also um ein gewisses "Durch-

chieBen" der Schulmathematik mit den Elementen der kombi-

natorischen Geometric. Dabei i-t zu beachten, claB ein und

dieselbe Aufgabe sich auf verschiedenen Niveaus der Allge-

meinheit und Schwierickeit Ibsen lae,tt was sehr gut mit dem

PithLZp dui Spbuletehvane Ubereinstimmt.

Das Kabinett hat vorlaufig ein einzigesSondie.rungsex L1'

aus der kombinatorischen Geometric im letztrD '-'argan

Experimentalgrundschulen durchgefUhrt. Einc prechenden

Forschungscharakter hatte auch die Eingliederuny des Themas

"kombinatorische Geometrie" in das für die unter den Gymna-

sialschillern ausgewahlten Teilnehmer der Mathematikolympia-

de veranstaltete Seminar. Der Inhalt beider Erprobungen ist

namentlich aus folgenden Themen ausgewahlt woiden: Inzidenz-

probleme Einteilung in Gebiete - Konfigurationen und end-

liche Modelle - Netze namentlich Netze von Gitterpunkten-

Eigenszhafren der konvexen Mengen - Realisierung der Bedin-

gungen fUr Entfernungen Deckungswegungen. pas Material

fUr diese Themen wurde aus folgenden adoii2rn gesch6pft:

Hadwige_ Debrunner: _
Kornbinatorische Geometric der Ebene.

Genf 1960.

Jaglom Boltjanskij: Kor.vcxe Figuren. Berlin

Meschkowski: Ungelbste urd unlbsbare Probleme der Geometric.

Braunschweig 1960.

Wir haben eincn Komplex von etwa 5o Aufgaben in 6 Arbeits-

blattern zusammenqestellt, die fUr 12 Unterrichtsstunden ge-

plant worden sind. Zu den Aufgaben gehören beispielsweise

die folgenden:

1. Es ist die Rekursionsformel fUr die .-qnz 1 der Gebiete
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abzuleiten, in wetc die Eberle durch n Kreislinien einge-

teilt wird, von der je zwei sich schneiden und je drei

keinen gemeinsamen Punkt haben: es ist das Verfahren zu be-

schreiben, wie sich eine solche Gruppe von Kreislinien kon-

struieren 1h0ttund zwar für einige numerische Werte von n.

2. Es ist zu bestimment ob man in einer Ebene ein System

von Punkten konstruieren derart kann, da8 M in

keiner Gerade liegt und die Verbindungslinie von je zwei

Punkten aus M mindesten einem weiteren Punkt aus M enthält.

Diese Aufgabe stellt eigentlich den experimentellen Zugang

zum Satz von Sylvester dar, der schlie8lich als Hypothese

ausgesprochen wird.

3. Es ist das Quadrat ABCD gegeben, dessen Seite die Lange 1

hat. Die Menge M ist folgenderma8en definiert: a) sie ent-

halt die Punkte A,SX,D; b) mit zwei verschiedenen Punkten

X,Y enthhit sie auch den Mittelpunkt der Strecke XY. c) die

Menge enthhlt keine anderen als die durch a) und h) bestimm-

cen Punkte. Die Aufgabe lautet: konstruieren Sie einen Punkt

NM, der weder einer SeitP noch einer Diagonale des Quadrats

ABCD angehdrt. Untersuchen Sie, welche Zahlen die orthonor-

malen Koordinaten der !?unkte von M sind, wenn wir die Gera-

den AB, AD els hoordinatenaehsen wählen. Konstruieren Sie

eine das Quadrat ABCD schneidende Geradet die keinen Punkt

von P enthalt.

Wirklich dberraschend war die SchUlerreaktion auf die ge-

stellten Aufgaber. Obwohl es um keine Selektionsklas-

sen handelte, waren die Schiller auBerordentJich aktiv, sie

bearbeiteten shmtliche Arbeitsbiatter in einer kUrzeren Zeit

als urspriinglich vorgesehen war. Die Schiller leiteten selb-

standig rekursive Pormein ab, fUllten die Tabellen aus und

bemUhten sich,die Endformein zu finden, die sie dann mit

Hilfe der rekursiven Formel liberprUften, d.h. sie fanden

eigentlich den Beweis aufgrund der mathematischen Indukti n,

von der sie vorher nie gehOrt hatten.

2 i3
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Uner der Mudernigturunq der Schulgeometrie veriteht man

gewöhnItch die Entwicklung der %rektor- und Matrizenalgebra,

der Elemente der Topologic!, vielleicht auch der Gruppen von

geometrischen Abbildungen und der Graphentheorie. Sehr oft

handelt es sich un Mathenatikgebletc mit groBen Theorien,

aber relativ geringen Miglichkeiten rtir anregende AufgaSen.

Dagegen steht die konbinatorische Geometric, die aus der

euklidinehen Geometric heraunwNebs1., in einem Gegenpei.lhr

Bedeuten5 fUr die Rekonstruktion des Ceemetrieunterrichts

bisher noch ni- ht richtig bewertet worden.



SHORT STATEMENT FROM THE IRISH DELEGATION TO THE

BIELEFELD CONFERENCE ON THE TEAtHING OF GEOMETRY

Chat rrnam,

I am glad of this opportunity to pay a well earned tr bute

to you and to your Committee for the splendid way in which

this conference vas organised. W- have learned much from

the formal lectures and fron the working groups and in

the course of the past few days we have met people who

have contributed to our knowledge of Mathematics i

general and to our knowledge of geometry in particular.

Now at the end of the conference we can perceive ard

understand more fully the "problem strategy" and we can

see more clearly that "Visual Mathematics" is a powerful

pedagogical tool.

The problem of the "why" and the "how axioms, def ni-

tions and theorems is still with us but we feel that

the strategy adopted in our Irish syllabus is the correct

one. For aithough we have a "build up" througli axioms and

definitions, the teaching aims to motivate by intuition

amd by problems. The seedsof geometrical thinki-ng -are

sown in the first two years. The crop of well known

Euclidean theorems are reaped in the third. And the

concepts of sets and functions used both in Algebra and

Geometry are powerful unifying factors.

The Syllabus ist the results of two years' work by a

committee of nine people recresentative of the teaching

bodies and of the Department of Education. The committee

spent another year on the preparation of a sample

examination paper. In arriving at a consersus, the commi

studies many methods, including the I.M.U. method used

in Sweden and it book-ixto can4idekaion the
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recommendations of various reports, in [Jar Licular :

Th ci I oaal 4rig C ec Govne 01U 01 fin c- Co teciq e Lvvot

(Proc,4,(Hi- , 2nd,

Illinots In 1970 - Bdited by i

Lea-W-04 01 Much,

P. Conference at Carbond ale

-iner)

n re (lc (eumv Ot ii arid it

sem nar in A rhus )0).

Nox Tlend6 in Mathcmati c 1 each ing

(11.1\1.11C.O.) , Vol . I ( 1966) , Vol 11 ( 70) -

Cu Imrluvemvin

(0. C.D. 1966)

Texts, using many colours, have been written to suit the

syllabus and T.V. programmes on the material are available

during the school hours.

No syllabus to-day should remain static for very long

and in Ireland a review is carried out every five years.

As a result of t is conference in Bielefeld we hope to

suggest some improvements when the next review takes

place.

Generally speaking I an happy about what has beet achieved

at this conference. 1 feel, however, that tinree areas

have not been adequately touched upon - topology, proba-

bility and operations research - whic_ have many appli-

cations to geometry,

kny course in elementary geometry should, I feel, begin

with the topological ideas of arc, curve, cloSed curve,

simple closed curve, inside, outside and should use the

lOnigsberg bridge problem as a motivation for even and

2- 9
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odd nodes. Children (and teachers are always

facinated by unsolv,d problems and there ia none more

easy to formulate than the Pour Colour Problems.

Probability and Its applications have a greater impor nco

to-day than ever bafore and many TroLlcIrc aro host

artiuluted and seved 1,y means of geometry.

At a recent international Conference in " o land on the

teaching of Computers much was made of the followinc

problem as an ideal computer orientated to

"A glass rod falls and breaks into

three parts. What is the probability

that the three parts form a triangle"?

When viewed fr m a geometri-al viewpoint, the solution

is obvious. Lt the three parts have lengths x, y and

e (x + y). Then

2

Since the ratio

area of shaded : area of feasible

the required probability is 1

A standard problem in Operations Research (0.R.) s one

of maximizing or minimizing a linear function under given

linear constraints. The resulting linear programming (L.P.)

proolem is solved by the Simplex method and this method

makes groat use of the theory of vector spaces particularly

293



that of Basin.

These three areas conthlnlng a they do the viaual and

the pzoblem strategy sdrve aa unifying elements in the

overall, "axiomatic" approach to our syllabus.

Thank You.



AKTUELLL PROBLEME DES GEDMETRIEUNTERRICHTS. DISKUSSION

FUNKTE WAHREND DER BIELEFELDER GEOMETRIE-TAGUNG.

U.G. Steiner und B. Winkelmann, MK Bielefeld

Den auf der Tagung gehaltenen Vertragen folgten Diskussionen

in einzelnen Gruppen, Berionto der Diskussionsieiter im Ple-

num und anschlicnende Plenemsdiskussionen. Am Ende der Tagung

fand ein langeres qemeinsames Cesprlich statt. Den folgenden

AusfUhrungen, die sigh auf einige Schwerpunkte konzentrieren,

liegen Protokolle Uber die verschiedenen Diskussionen zugrun-

do. An dieser Stel1e sei don Diskussionaleitern aus dem Kreis

der Teilnehmer und den Protokolianten aus dem IDM vieimals

gedankt.

0. Litt*. Vebone urige.n zuA GC4

Versucht man cinen Vergleich Mit _rUheren internationalen

Tagungen zum Geometrieunterricht (Aarhu:- 196o, Carbondale

197o) , so zeigt sigh In der Bielefelder Tagung insgenamt eine

Akzentverschiebung von den inlialtlichen Fragen, insbesondere

der Darlegung mathernati-scher Alternativen, zur Problematik

der Rechtfertigung bestirrm Stoffauswahlen, zur stMrkeren

BerUcksichtigung der psychcloolschen und Odagogischen Aspek-

te, zur Frage naeh neuen Oraanisationsprinzipien, nach denen

goometrische Anschauung, Anwendungen und Preblemlosen stUrker

zur Geltung kommen konnen.

Der Fragenkatalog, der 197o vor der Ca bendale-Tagung an die

Teilnehmer verschickt wurde, enthielt folgende Punkte:

(1) E nfUhrung in die Geornetre in den ersten Schuljahren:

topologische Aspekte; Behandlung raumlicher vor ebener

Geometric; experimentell-empirische Einstellung zur Geo-

metria; Vorbereitungen zur Abbildunasgeometrie; Symme-

triephAnomene.

(2) Geometrie fUr die Mitte tufa: Rolle der affinen

2
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Geometric; Uberuancj von cincr cxperLmcntellen zur then-

tiseh-deduktiven Einstellung;die Rolle der Mathemati-

sierung; die Behandlung der Bogriffe Ordnung und Orion-

tierung; lichkeiten zur Einfahrung des Winkelbegriffs;

Zusammenhang zwischen Geometrie und Zahlen (Algebraisie-

rung); gruppentheoretische Aspekte der Geometric; Kongru-

anz; Khnlichkeit; geometrische Konstruktionen; MaBgrOBen

wie Lange, WinkelmaB, Flacheninhalt, Volumen.

Geometric auf der Obcrstufe: Aufbau der Geometric von

der linearen Algebra aus: Koordinatengeometrte; lincare

Abbildungen: Bilincarformen und Kegelschnittc; die ortho-

gonale Cruppe; Einordnung der Trigonometric; projektive

Geometric; nicht-euklidische Geometric; konvexe Mengen;

kombinatorische Geometric; topologische Aspekte der Geo-

metric; Anwendungen der Geometric; die Verwendung der

geometrischen Sprache in anderen mathematischen Gebieten.

Hinter diesem breiten Steff- und Darstellungsspektrum standen

die Bemahungen der Bidaktik der MaLhematik, die in der mathe-

matischen Wissenschaft vorangegangenen Entwicklungen far die

Niveaus des Unterrichts zu vcrarbeiten. Es handelt sich dabei

vor alien wm folgende Haup

Die Auffassung der Topologic els einer sehr aligemeinen

Porn von Geometric und ihre Verwendung als Explorations-

und Experimentalfeld far geometrische Komponenten des

Grundschulunterrichts.

(b) Die Rolle der Abbildungen und Abbildungsgruppen zum Ver-

standnis geometrischer Relationen win Kongruenz, hnlIch-

keit., affine und projektive Verwandtschaft, ihre fratizei-

tige Vorbereitung und Beracksichtigung schon vom Grund-

schulunterricht an und ihre Stellung bei einem syntheti-
.

schen Aufbau der Geometric im Unterricht der Mitteistufe.

(c) Die Möglichkeit des Aufbaus der euklidischen (affinen

und projektiven) Geometria auf der Grundlage des Vektor-

raumbegriffs und der linearen Algebra sowohl als Alter-

nativkonzept zur synthetischen Geometric auf der Mittel-
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still-A; %vie a1 tnoclerne We[terentwlcicl ung der analyti-

schen (Koordinaten-) Geometrie der Oborstufe.

Als entscheidender Vertreter einer komp son Realisie-

rung von (c) meinte Jean Dieuclonn fl. mit scinem Verdikt "A

bas Euelide" die Ablehnung eller Bomilhungon, synthetische

Geometric ohne unmittelbare Verwenaung der Zahlen an irUnd-

einer Stolle des Schulunterrichts systematisch zu bchandeln1

Nach Kenntnisnahme der obigen Stichwortsammlung fUr die Oar-

bondale-Tagung sagte er seine Teilnahme mit dem Minweis ab,

er könne an einer Tagung nicht teilnehnen, auf der andero

Alternativen ouch nur in Erw3gung gezogen wUrden.

Hinsichtlieh der Stellung der Geometric im Unterrlcht der

Oberstufe (Sekundarstufe II) stehdn die Lehrpidne und Lehr-

Wieher in der BRO gegenwArtig in gemisser Obereinstimmunl Mtt

den Forderungen Dieudonnes. Sie haben sich im Bereich Analy-

tische Geometrie den AnfAngervorlesungen an den UniversitNten

zur Linearen Algebra angepa8t und stellen hNufig MiniaturOn

davon dar, die neueraings zunehmend als nathematisch und

dagoglsch unbefriedigend angesehen werden.

In der aidaktischen Literatur sind zahlreiche Versuche vet,-

öffentlicht worden, einen Ubergang von einer in der Mittel-

stufe zunachst ohne Verwendung der Zahlen angesetzten Geome

trie zum reellen Vektorraum und zur linearen Algebra herZU-

stellen, wobei die Konstruk ion der reellen Zahlen mit ver-

schiedenen Variationen nach dem vorbild von E. Artins "Gee,.

metric Algebra" els Automorphismenring der Vektorgruppe im
.

Verlauf des Aufbaus der Geometrie erfolgt
2)

Q, Papy besehritt

in "Mathematique Moderne 2: Nombres Reels et Vecteriel PlAn"

1) Siehe hierzu auch J. Dieudenntl: Gernetrie in den Gymnasien und in 0Az
modernen mathematischen Forschung ("Dte Fehigriffe von v. Staudt" oder
"Vom unheilvollen EinfluB philosophischer a priori Ideen auf die Math*M4-
tik"), Vortrag in Braunschweig 1966, vervielnItigt beim Westermann Vexlaq,

Braunschweig.
2) Siehe hierzu etwa: a) A. Kirsch U. F. Zech: Affine Geornetrie der Ebene.
Stuttgart (972. b) B.G. Steiner: Grundlagen und Au bau der Geometri.
didaktischer Sicht. Manster 1966
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(1965) alo eine oinen ft.
OrltcrrIcht aus

arbeiteten Weg in dieser Richtung, der mit oinigen Abwei-

chungen im wesentlichen auch von W. Servai in seinem in

dlesem Heft abgedruckten Deitrag ciarqeLcU wId. Entspre-

ohende Vorschltige sind in der BM auf.dem Schuibuchntveau

Disher nicht umgesetzt worden, und ee dUrfo liler wohl all-

gemcin Skepsis gegentiher einer angemessenen unterrichtlichen

ealisierbarkeit bestehen.

Demgegen0ber haben in der BTWI. n den letzten 15 dahr n aufler

ordentlich starke DemOhungen vorgeherrscht, eine Axiomatik

in den LehrbUchern der Mitteistufe zu entwickeln, die die

Euklid-Hilbertschen Kongruenzaxiome durch Abbildungsaxiome,

hNufig ausgehend von den Geradensplegelungen, ersetzt. So-

Welt dzimit globale AxiomatisierungsansprUche verbunden sindl

dUrfto such hier das grundstitzliche problem, beim Schiller

ein den gesamten Aufbau durchhaltendes Interesse und Ver-

stNndnis 1Ur die unumg8ng1ichen Systemfragen neben den in-

haltlichen Aussagen zu erreichen und zugleich andere Aspek

der Geometrie zu entfalten, unUberwindbar oein3 Ober dic

entsprechenden negativen Erfahrurgen scheint sich allmNblich

ein }Consensus herauszubilden.

Die Einbeziehung topologi cher Materialien , Obungen und Pre-

blemstellungen in den Unterricht der Grundochule und die gee-

metrische ProOdeutik der OrientierungsstuVe (5 und 6.

Schuljahr)hat neue Dimensionen fOr den elementaren Unterricht

eröffnetill Fabt man Geometrie in einem weiteren Sinne als

durch Topologie orglinzte Gesamtheit auf, so werden durch ent-

sprechend angelegte Lernangebote sicher die geometrischen

Fahigkeiten insgesamt gefördert, was durch Untersuchungen

Hierzu: a) H.G.steiner: Analyse von Lehrb1chern der Geometric Or die

Mittelstufe der Gymnasien. Zentralblatt far Didaktik der Mathematlk
1/197o, pp. 11-15. b) G.Holland: voschlage zur Entwicklung eines Curri-
culums far den Geometrieunterricht in der Sekundarstufe I. seitrage zum
Mathematikunterricht 1972, Tell 1, pp. 10-118.

4) Siehe etwa: H.Winter: GeoMetrisches Vorspiel im matnematikunterricht
dor Grundschule. Der Mathematikunterricht 17 (1971), Heft 5 und die

dort angegebene Litoratur.
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5)
belegt wutd El e off 1, aclu 13t die We1teIUhruntj der

topologischon AnciIe tm fotiqesetzLen Unterrich wozu bis-

her kaum Mtj1ichkeiten .er Vertiefung und Systemstisierunq

erVrtta!twurden. Eine andere Prage ist. die Auswlrkung einer

frUhen BenchAftigunq mit topologischen Sachverhalten auf die

Entwicklung der Falligkeiton in den nichttopologischen Antei-

len der Geometric!. Die0e seheint verhMitnismAnig gering zu

Dein, wAhrend von don k.OM.hAnatertschen Komponenten soicher

Destandteile der Topologic wie der Aquivalenz von Netzent

Wegen in Netzen, Parbungsproblemen, Graphen usw. eller eine

-lerung der RechenfIngKeit zu resultieren seheint6!

in unctschs..ev ( 6- 12 hr ige)

MIt diesem Gegenstand kschttiqte sich eine Arbeitsgruppe.

PLc Diskussion erbrachte zunachst eine Sestan dsaufnahme des

Geometrieunterriehts in :-Jr Crundschule der BRD. Die vorfind-

baren LehrgAng iLtersheiden sieh sehr stark in der Auswahl

und QuantitMt der Inhalte. Pan Kontinuum erstreckt sich von

Kursen, die fast keine q0c ctrie beinhalten, bis hin zu Kur-

sen, nach denen sehr visite Aspekte der Geometria behandelt

werden, w

o Kennenlernen einer VieJZalil ge metrischer P orrnen und ihrer

Eigenschaften;

o Abbildungsgeometrie, spezieli kongruente Abbildung nr

o Vorbereitung des Fla heninhaltsbegriffs;

o Eine Reihe geometriSOber Probleme, die un er topologiscb n

und kombinatorischen tlenichtspunkten behandelt werden;

o AnfSnge der Hörper netrie.

5 Siehe etwa: H. Wal1raben$Cein: Unterrichtveruchc zur Topologie im
5. und 6. Sehuljahr. Beittage zum Mathematikunterrleht 1971. Hannover
1972, pp. 250-264.

6) Siehe hierzu: I. Weidlogl 'opougic als geometrische PropAdeutik? Bei-
trAge zum MathematLkunteetiCht 1975. Hannover 1975, pp. 207-211.



Ds wurde dont:Hob, dn1 One Ii i i niathemotisehot hog

nicht das roprJ.Isontiort, was i1.ch Jm Goometriountorricht der

Grundschute abspiolt. Die von den Eindorn gesammelten Om-

gengserfahrungen !And nfirlebst von anderer Art oin mien in

dor geometriechen Begriffliebkoit ntec1eriU1jL.. Sic bildet

den Zielhorizont, obor ber dfo Stadion dor Be-

griffsgeneso ans.

fin Verdergrur otond dIr ro norh dot

rum". Was nind die Grundvorstoilungen, auf U Jo hin man

meirie in dor Grundnehule ounrichton nellte Dahot wurden die

lgendcn, z.T. (1 ivergonton Thonen formuliert:

Geometric in tier Grun inchube ist am eine Vorstufe bzw.

Prdriguration der GeonetriU In dor Sekundarstufe anzusehen.

2. Geometric in der clrundschule solLte der FOrderung der kind-

lichen Porsbnilehkoit dienon.

3. Das Hauptziel des Goemetricunterrich-s in der Grundschale

liegt im Explizitmachen von Umweitsituationon unter qco-

metrischen Gesichtspunkten. Das beinhaltet:

Ankrfflpfen an unmittelbsre, konkrete Erfahrungen;

Explizitmachen von Strukturen,wo sie realiter vorfind-

her sind;

AnfMncie von reometrie unternalb der nathemati hen Spra-

elle;

d) Klarunq yen Strukturen in Hinhilek auf ihre spAtere ver-

wendbarkeit.

4) Geometric in der Grundsc nle so il aus inot:lvationaien

Linden von Anwendunqsfallen ausgehen, in denen sich geo-

metrische Strukturen besonders cignen, PrebIeme zu Ibsen.

5) Hauptaufgabe des Geometrieunterrichts in der Grundschule

ist die Entwicklung der Raunansehauung, oder aligemein des

Operierens bzw. Denkens in geometrischen Crundvorstellan-

gen.

Aus den Beitragen wurde deutlich, daB Ubor Logitirnation tad

Ziele ciner Geome in der Gruridschule k in Konsens bestch
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Von eini igen r LLneIrirtern wure b 8 elt, iB an den Ear Cich
"Geometric ink der Crundschule" berelts nI Irihalten Eli fill-
len vorsuattr ohe eine Diskussion miigitcher ziele bzw. Qa-
llfil<atierten tattcjefunden hat,

2- th dot Sequinlatstaije 9 jAh )

Auch eltenes '1iema var Gegenstnd der Dtskusaton cinor Arletts-
grupre.
Beztiglic_ 1 SchandwoluAc 1 wurrle von dor Prohlematik del Or-
ganisatiora yriA Systernatisierung der Geometric a& dieser Stu-
fe aviagegangem. Als dorninierender Gesiohtspurakt hat hider in
v iel en 1,1noderr. der Ubergang rum axiertne,adttn Aulithau gogeiten.

Vorbild wax a to Ge ehichte und die Philocophle der aymthetio
schen Geornctr le als strenger Wissenschaft von Plato Lind Eoklid
bln fliLhert, eqenther einer empirisch-anschetullchen Froptioleu-
tlk vird dcile I die Strenge des Aufb4us nah 4xiotnen, vof
tioften, Satzeii Land Dewctsen dem sentiler moplizit ala news
Prin2ip aeuU lci, zu machen vex-Becht . Dies 1st im aJ1 eneinen
verbounden in1 dem Anspruch der VollstAndicg-hett, also /einem
globalen Nxionatis ierungsprogramr fill- die eeklidischc np-orne-
trie. Die iebj Ate der Erfahrung und Anscha.uung werden dbcj
als ftir dt. eaas Verbaben ungeeignete Vorgaben ailgesehen. Sie
beclikrEen LA 5 inne einer platenisch-idealietisehen Philosophio
der ideelt sierung zu idealen Punkten, Ceraden, Merlon lam
ble AXtorne j.nd nicht KOeventionen, noridern beachreibcn die
verh,ntnisse in dieser Welt der reinen Ans.chagueng, auf die
sich des E Ulan dor Geometric ala stronger Wistienactiaft bO
zdeht. Vielo liehrbiloher ftir die Geotnetrie der Miiteistefe be-
gdnnen moll haute ihre Einicitungskapitel In dienen Glte

Iv aer Dielsion herrschte Einigkeit dnrtber, dali diase Pc .
adtion met.hocielogi soh Uberhc,lt und in ihren inaprtLchei tanter-
rAchtlich ntaht zu verwirklichen set. Pin die St ile dcr Geo-
metr ie ale ivjasenschaft iclealer Obj okte keeinne auch fiir den
glooclen Iknae:tz der Aspekt dor matizernatiiehen Akideetb-artung

troten.
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Via gLobele Prdgrarern ward in den BUChern de facto mach we-
anivem Setter aeufgegebez. Kompr.,nentert vie Inzidenz und Ord-
zulrug wordlea jmifjg iibezhaupt icht oder nur unzulanglich
loeharaelt, uncl bei den Def initionen und Stitzen treten 1.13k-
Jaen oder uneittellare .aziornatiach nicht verankorte Rtickgrif-
go auk( dta .Pinsdhsuurog duf.
NaftelUAgelin La din 4 exit:mettle hen Aufbau erf rdetn atandiç
cxpiz ite Berugnaluneh duf dal eta:so:date Syeten , also den Se=
ietwrid der bjahor forreulierten Axiom, Definitianen and SAtze
sowde dee Bewedee al.a Systernhestandtelle- In Verbinclung mit
der amechaulicki-eapLriochen Geltungdebene stellt das eihen
ifortwItAtenden Vectse1 der Betrachtumgzebenen (Ur. Bei einem

,glolbal en Prcgrennt bedeuten beide Anforderungen eine Uber-

echrei tung der Motivierbarkeit und POglichketten der Schiller

dor ortteprecherden Paten's tufe.

Vie Syetenarieentidreheit hat zudem einengonde Auewirkungen

dant die Nuastrahl Lod beerbeltung von Problem= und Juwendun-
igehd die 1n Ihrer brapztinglichkeit haufig anderes Hinter-
igarLtridwiseen. &Indere Methadon und Vorateliungen aktualialeren,
dela sic mach dere Stand der Systementwicklung land in der Sy-

etere9eburedenhedt 2mr Voaritioung etehen. Auf dieser BERSIO be-

3)el den Vishosicnoeteilnehmern Einigkeit dazilber, dra
di% in der Didektik der Mathernatik in den letzten Jahren be-
Zriehame Suck th dem baton Aziomenayatern fnr den ceiometrieun-
torriatt der MittdIstule nur graduello Unterachiede bewirken
lcznan uid are prin2ipleales Problem falach goatellt Let. Wahl
ober haben diem Cntereuchungen zur Aufheliurei von Zusamreen-
hlingan berigetragen, deren Beherrachung zur mathernatischen
Orbabeatizzniang do% jeweiliggen unterrichtlichen Situationen

ear domrAhror vos yrdater Bedeutung iat.

Gogentilmr der totUeri 5'steinorientIerthett bLetet die eotente
atga.laietion dor flit. die Mount; Wattmeter Problem oder des
verautieln la beaturreter Phdrornene erforderlich= ZusatunerahMn-

o einer AltorrutdVer die Am Prinzip m Geornetrieuntorricht
ralciit Blau lot, jacioch einer otärkeren methodologisohen und
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ddaktischen Entfaltung bedarf. lnthesondere wurde in dieser

Hinsicht auf die frUhzeitige Verbimdung yen Geometxie und

Algebra hingewiesen, die den Spielraum der Nethodem zur lc-

kalen Organisation erheblich erweitere. Es warde die Frage

diakutiert, mach welchen Gesichtspuniten Bereiche der Geo-

Metric, Problene und Anvendungsgetiete Dix eine lokale Orga-

nisation ausgewählt werden sollen.

Grumclatzlich gind zwei Arten von lokaler Organisation zu

terscheiden. Die eine ist gleighsan veYtAal; sic fU.1ir zu
'

Abstraktionen vie Inzidenzstrukturen oder einem allgemeinen

AbstandsbegrAff (metrische Mune). Sie 'wird beherrscht durch

kleine,n-itht-katego4i.ache Ariontemoteme. Die andere ist gleichsam

horizontal. Sic stellt ein partielles togischu Ouinen dar oh-

ne Anderung der begrifflichen bzw. ontologischen Eberle. Rh

den Unterricht der Mittelstufe }commit in erster Linle die 10-

kale Organisation der zweiten Art 4n Frage. Kleine Versuche

in Pichtung der ersten Art kdnnen jedoch dazu dienen, die zum

Verstlindnis der Geometrie als dedulaiver Wissensohaft mbtwen-

digen lAsungen von den ontologischen Bindungen vorzuloroiten.

An dieser Stelle sei auf ci non Diskussionspunkt hingewiesen,

der durch den Vortrag von W. Servais aufgeworfen urd mehrfach

bei verschiedenen Gelegenbeiten angesprochen wurde. Tr be-

trifft die Auffassung der Geutdo4;at.s Pumktmengen, vie sie won

Servais auch unter Zulassung endlicher Geometrien für die se-

Rund4rstufe 1 vorgetragen wurde.

Er wurde gefragt, db die Hinder hier nicht zu einer Auffas-

sung tberredet wOrden, die Sie als fxemd zu ihron anschauli-

chen Vorstellungen empfinden und die Ihnen unnatUrliche Rede-

en abverlangt, deren EinUbung den Akzent des Unterrichts

ungeb-Ohrlich auf formal° NebensHohlichkeiter verlagert. In

der menyentheoretischen Beschreibung waterer Dbjekte iite

StreckenzUge, Winkel usw. trRten dann die Hindernisse einer

verfrthten Explizitheit besonders An Erscheinung. Es wurde

darauf hingewiesen, da0 man es bei einer solehen Auffassuny

in der Geornetrie pldtzlich mit Mengen von Mengen zu tun hat,

303
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wahrend man vorher nur aus einer Grundrnenge ausgesondert

habe.

Obwohl zu jedem Modell einer mit drel (oder zwei) Sorten von

Grundobjekten (Punkte, Cere,len, nenen) dargestellten rnzi-

denzgeometrie ein isomorphes mengentheoretische8 Modell exi-

sticre, sei es such fUr manche Interpretationen nUtzlich,

Gersden (und Ebenen) nicht als Punktmengen aufzufasser.

Far dem Unterricht wurde von einigen Diskussionsteilnehm

eine allmahliche EinfUnrung und gelegentliche, aber kvines-

wege dominierende Mengetsprech- und -schreibweise,vorgeschla-

gen. Falls auf geometrische Objekte Abbildungen angewendet

Virden, sel es sinnvoll, die Objekte als Punktmengen aufzu-

fassen. Zunachst sei jedoch der kindlichen Auffassung gema0

davon auszugehen, dail auf jeder Geraden unendlich viele Punk-

te liegen, wobei der Standpunkt des potentiell Dnendlichen

angemessen sei.

Sodann wurde auf die Gefahr einer zu Erilhen lokalen Systena

tisierung und der Dominanz der kleinen Theorien, etwa die

systenatische Behandlung der euklidischen Bewegungsgruppe als

theoretischer Bahmen ffir Symmetrieprobleme, hingewiesen. Da-

hinter stand die Frage nach den Qtaei6ikattonen , die beim Schil-

ler im Geometrieunterricht der Sekundarstufe I entwickelt

werden sollen. Hervorgehoben wurden Fahigkeiten, wie sle zor

LOsung von Problemen aus der kombinatorischen Geometric er-

forderlich sein. Sie erlauben die Entwicklung geometrischer

Intuition und geometrischer Sprache,ohne sogleich auf logi-

sche Organisation zu drangen. Geonetrie ist hier Medium der

Mathematik und nicht in erster Linie Reflexionsgegenstand.

Vermutlich komnt diese Auffassung dem heutigen Verstandnis

-on Geometrie im Rahmen der Gesamtmathematik am nachsten.

Ilinsichtlich der Srttidaim.ue II bedauerten einige Disku ns-

teilnehmer, clan mit der Betonung der Uncften Atgaut'a. htifiii

sentliche Komponenten der Geometrie verdrMngt wUrden1 Liripaz

Algebra set kein Surrogat fur Geonetrie. Um im Rahmen der



297

earen Algebra geome -1 -qie Interpretation n bewerkstel-

li en zu könnet, masse na erst einmal geometrisch zu den-

ken gelernt haben.

Andererseits erlaube jedoch die Verwendung der linearen Al-

gebra in verscbiedenen Teilen der Mathenatik partiell die

Ubertragung geometrischen Denkens in andere nethemati be Ge-

biete, woftir die Funktionalanalysis, in der Begriffe wie Li-

nearität,- Abstand, Konvexitat, Fixpurikt usw. vorkommen, ein

Masterbeispiel sei,

Bei der Behandlung der Geometrie in der SekundarstuEe II auf

der Grundlage des im Mittelstufenunterrichts vorbereiteten

Begriffs-des zwei- bzw.drei-dimensionelenreellen Vektorranms

ergeben sich u.a. Probleme bei der Einfilhrung der Norm und

des Skelarprodukts, falls man nicht gleich auf die koordina-

tengebandenen Standarddefinitionen abzieit. In diesekZusam-,

nenhang wurde von einigen Diskussionsteilnehnera filr die vom

Skalarprodukt unabhangige Behandlung der verschiedenen Nag-

lichkeiten, eine Norm eihzuftihren, und damit flir die Behand-

lung der Ainkomtz,-Geornetn, die interessante Anwendungen be-

sitzen, pladiert.

Eine globale synthetiscbe Behandiung der euklidischen Geone-

trio auf dieser Stufe fand keine UnterstUtzung. Anstatt die

eaklidische Geometrie als in einem kategorischen Axiomensy-

stem dargestellten Monolithen anzusehen, voile man besser be-

stimmte Aspekte vie lineare Strukturen, Lnzidenzstrukturen,

Abstandsstrukturen, abheben und mit ihrer Hilfe geometrisches

Denken universeller verfagbar machen. In diesen Zasammenhang

warden auch endt4:che ModeUe, wie sie etwa in der Kodierungs-

theorie autreten, als interessante aktuelle hnOendungsberei-

ohe genannt.

GeorncttLe in deA Auzbiedung dm. Leht

Die Diskuss a zu diesen TYLOMA konzentrierte slob auf zwei

Bauptfragent
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a) Welche fachlichea Vora setzungen benOtigt der kiiriftige

Lehrer, um erfolgreich Geometrie lehren zu }Canner?

b) Wia kann die fachliche mit der didaktischen Ausbildung

verbunden werden?

1m Zusamnenhang mit der ersten Frage wurde Ubereinstimmend

festgestellt, daS die Geonetrie im Lehrangebot der naiversi-

tate') 2t2 stark vernachlassigt wUrde und die achliclen VOr-

aussetzungen fUr die Lehrer im allgemeiten nicht gewAhrlei-

stet seien. Insbesoadere fehle es den Lehrern an Eenntnissen

und Vbung in der klassischen Geonetrie. Eine Wiederbelebung

der euklidischen Geometrie des hnschauungsraumes, etwa in

Verbiadung nit darstellender Geonetrie, sei notwendig. Als

unbedingt erforderlich wurden angesehen, die die wis-

serschaftlichen Grundlagen der Schulgeonetrie behandeln. Da-

2U milSten aber auch Einblicke in die Topologie und die alge-

breische Geometric els gegenwartig wiontige noderne Fox-

schungsgebiete mit geometrischen Problemen und Metheden tre-

t

Vas Verfilgen tber inhaltliche Fenritnlsee wurdejedoch ale

nicht allein ausschlaggebend angesehen. Seconders der Mathe-

natiklehrer mtsse Erfahrung im Problemlbsen und der viel-

faltigen siervendune geonetrischer Metboden besitzen.

Gerade wegen der Schwlerigkeiten, aus dem systernatischen Lehr-

aagebct der Mathematik fur den Geometrieunterricht geeignete

Noraussetzumgen beim Lehrer zu schaffea, wurde die Entwick-

lung didaktisch orientierter Geonetriekurse an den Universi-

taten als geeignete Form der ITerbindung von fachlioher und

unterrichtsbezogener Ausbildung mrpfohlen.

4. PAohteme, Ne.thoder, Soteme

Problemorientiertheit una Problemnlösen waren GegenstMnde ins-

besondere der VortrXge von R. Stowasser, T. Fletcher und
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-G. Glaeser und der anschlieBenden Diskugsionen.

In der Diskussion des Vortrags von R. Sto asser wurde

gleich eine Reihe von Fragen aufgewarfen:

o Erkennt der Schiller hinter den Problemen die al gems nen

ZusammenhUnge?

o Lernt er von isolierten Problem n aus allgeme ne _ungs-

methoden kennen?

o Lernt er Ldsungsstrategien, die er auf andere Probleme

transferieren kann?

o Welchen Realitatsbezug haben die ausgewahlten Problemb

spiele und wie wichtig ist der RealitAtsbezug?

o Soliten Probleme vor allem Zugänge zu geometrischen Themen

eröffnen oder auch im weiteren Unterricht ein starketes Ge-

wicht haben?

o In weichem Verhältnis sollen einzelne Probleme zu explizit

gelehrten Methoden und zur Systematik

richts stehen?

o Nach welchen Gesichtspunkten sollen

riert werden?.

o 1st ein stark proble orient erter unte

Schiller nicht zu schwierig?

im Aufbau des Unter-

blemfe struktu-

cht f Ut menthe

In der Erdrterung dieser Fragen wurde betont, daB der problem-

orientierte Unterricht vozchiedenek4peiMte besitze, die alle

einseitig Uberbetontwerden kftnten. Es lame jedoch auf eine

ausgewogene DerUcksichtigung der Aspekte an. Als wichtig

wurde angesehen, daB der Schiller nicht nur Probleme vorge-

setzt bekommt, sondern lernt, sich selbst Probleme zu stellen.

Dazu kann insbesondere die Nachbereitung eines gelasten Pro-

blems dienen, in der nach 81inlichen Problemen, Verallgemeine-

rungsmOglichkeiten usw gefragt wird. Ferner kann die Bear-

beitung eines Problems, bei der Schwierigkeiten auftreten,

sinnvoll zur Variation des Problems fthren. Sodann sollten

im Untetricht Problemfelder und offene Probleme bereitge-

stellt werden, aus denen ein Schiller sich Einzelprobleme zur

Dearbeitung aussuchen kftne.

Der Realitittaezug von Problemen wurde vet allem unter dem
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Gesiehtspunkt des Realitatssinns der Schiler und der moti-

vierenden i'unktion der RealitStsbezogenheit diskutiert. Oft

seien skurrile Einkleidungen, die die Phantasie ansprechen,

besonders anregend fur Schiller. Das gelte abet auch fUr Wis-

senschaftler. Die Geschichte der Wissenschaft zeige, da8 der

RealitNtsbegrlff komplex sei und daS oft unerwartete Modelle

zur Beschreibung der Wirklichkeit geeignet seien. Anderer-

seits seien viele stark reaUtLsbezogene, einfach zu stel-

lende Probleme auBerordentlich ehwieriq und such in der

Wissenschaft nicht gelbst.

Um den untersohiedlichen Interessen und Begabangen der Schil-

ler entgegen zu kommen, wurde empfohlen, Elnseitigkeiten in

der Auswahl der Probleme und der geeigneten Nethoden zu ver-

meiden und eine Vielfalt von Methoden zu entutickeln und 211-

zulassen.

Im Zusamnenhang mit dem Vortrag von G. Glaeser wurde die

Korth/Let-Z.641mq muthematbehmStAufamen (lath Situationsmodelle,

Sptele usw., in deren Kontext dann Problene formuliert werden,

erbrtert. Als Argument air die Verwendung solcher Konkretisie-

rungen wurde m.a. angefUhrt, da0 dadurch wohldefinierte mathe-

matische Fragestellungen geschaffen wUrden, die unmittelbar

zu mathenatischer Argumentation fUhren und typisch nathema-

tisches Denken fbrdern. Die Situationen aus der natUrlichen

Umwelt seien dazu im allgemeinen zu komplex. Andererseite

wurde geltend gemacht, da0 hating Ubersehen wrircle, da8 bei

den Rindern doch Sekund8rmerkmale der Konkretisierungen und

ReprAsentierungen eine primAre Bewertung erfahren und den die

gewUnschten Begriffshildungen und Erfahrunger individuell

nicht nach den Zielvorstellungen des lehrers verlaufen, was

zu erheblichen Lernschwierigkeiten bei einzelnen Rindern fUh-

ren /Orme.

In der Diskussion zum Vortrag von T. Fletcher wurde die Auf-

fassung vertreten, da8 es nicht dle Aatigabe de,a UpttciVtLch4 sei,

die Schiller in Problemlbsen auszubilden. Man könne in einer

allgemeinbildenden Schule nicht erwarten, da8 alle Schiller

fUr mathematische Probleme wie ein Nathematiker afgeschlossen
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seien. Vielmehr sei es Aufgabe der Schule, durch die Mög-

lichkeit der eigenen Erfahrung und TeLlhabe dem Schiller

deutlich zu machen, dai3 Mathenatiker Problese Ibsen und

dallt Mathematik, insbesondere Geemetrie, von verschiedenen

Leuten verwendet wird, z.B. von Architekten.

Zur Frage der Stellung der Probleme im Unterricht wurden

noch vier als grundsatzlioh bedeutsan angesehene Punkte

festgehalten:

1. Es ist wichtiger, eTh Prob3ein mit drei Methoden zu Ibsen

als umgekehrt.

2. Die Aneignung von T4lehniken 1st notwendig, da Problem

sen Kenntnisse und Methoden erfordert.

3. Der Schiller nue lernen, Fragen zu stellen; eine Fixierung

auf das Lösen vorgegebener Problene ware einseitig.

4. Ein angemessener problemorientierter Unterricht erfordert

hohe Flexibilitat des Lehrers. Er muS individuelle Ansat-

ze und Moglichkeiten bei den Sehillern erkennen und for-

dern und Schwierigkeiten und FebLer analysieren kOnnen.

Das Verhältnis von Problemen, Methoden und Systematik wurde

insgesamt als auSerordent1ict kompliziert angesehen und nur

in einigen Ansatzen diskutiert. Es wurde festgestellt, daS

hier groBe Entwicklungs- und Forsehungsaufgaben der Mathema-

tikdidaktik liegen.

-eUende Geom

AuscAngspunkt der Diskussion btidete die Feststellung, daS

es bedauerlich sei, wenn heute die'meisten Studenten ein Ma-

thematikstudium ohne Kenntnis der raumliehen bzw. darstellen-

den Geometrie (DG) abschlieDen. Als Eielgruppen einer ver-

starkten Sehandlung von MOdellen aus der DG wurden angeseheni

1. Studierende des Faches M tbe tik

2. Lehramtstudenten mit der Faohrlchtunq Mathematik

Die zweite Zielgruppe 1st in erbindung mit der Forderung,
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20 sehen, daB DG in die M themat kcurrioula aller Schul-

stufen aufgenommen werden sollte. Als BegrAndung Eft diese

Forderungen wurden angefUhr:

P DG ist wAhrend des Studiums im Zusammenhang mit anderen

mathematischen TeilbereiOhen (z.B. Analysis, analytische

Geometrie) von Interesse und Bedeutung. Sie sollte nach

der linearen Algebra amgeboten werden.

o Aktivitaten bzw. Methoden der DG bieten Zugange zu interes-

santen und aktuellen Teilbereichen der Mathematik.

o Elemente der OG sind Bestandteile einer allgemeinen Blidung.

e Diskussion Aber die didakttsche Umsetzung in der Schule

brachte folgende Thesen:

1, DG sante nicht additiV, sondem integriert und mit ver-

tArktemAnwendungscharakter angeboten warden.

mentare Teile der DG sollten fAr alle SchAler, auch auf

der Primarstufe; verbindlich sein. Dabei kann die Theorie

zunachst zurAckgestellt werden. Zu einem spAteren Zeit-

punkt mA0ten allerdings einzelne Begriffe expliziert wer-

den.

Die sich anbietenden Verbindungen zu anderen Schulf chern

(z.B. Geographie, Arbeitslehre) sollten ausgenUtzt werden.

ein mtglicher Ausgangspunkt fAr Betrachtungen Sinne

dr DG kann das Lesen und Erstellen von technischen Zeichnun-

gen bzw.'Landkarten angesehen werden. Zu einem Behr viel spa-

toren Zeitpunkt kAnnten perspektivisches Zeichnen oder das

AUalysieren perspektivischer Verzerrungen Themen von Arbeits-

gameinschaften sein.

Ale gegenwArtige Problems wu den formuliert:

0 DC wird in den derzeit gUitigen Lehrplanen nicht oder nur

am Rande erwAhnt.

O OG steht in den LehrbUchern isoliert und wird in der Regel

nicht bearbeitet.

ta Einschrankungen fUr die Zukunft erbrachte die Diskussion:

O ES derf nicht wieder zu einer Sys ematisierung der DG kom-

men.

3 iO
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o Was soil in der fachlichen Lehrerausbildug zugunsten

der DG gekUrzt werden?

6. Vi4uette Mhema2Lfr

Die AusfUhrungen A. Bishops zu diesem Thrna fanden teiiweiw

se starken Anklang, riefen aber -such en e Reihe kritischer

Reaktionen hervor.

Unterstgtst wurde die Thematisierung eines erweiterten Ver-

stgndnisses geometrischer Anschsuung im Sinne von visuelleX

Mathematik,die in vielen Aktivitäten und DarstellungsweiSen

der Mathematik zum Ausdruck kommt. Insbesondere wurde auf die

Rolle der Diagiuumne der verschiedensten Art hingewiesen, dezet

BerUcksichtigung Bishop aus seinen Betrachtungen ausgesohlOS,-

sen hatte.

Bestätigt wurde, daB der gbliche Unterri ht die Entwicklung

visueller Fähigkeiten bei den Kindern stark vernachlgssigt

und daB bier vielversprechendes Material zur Forderung vor-

gelegt wird, dessen Wirkung -such unter den Gesichtspunkt der

Ausbildung 4ubveAbatex Aktiviaten diskutiert wurde. Besonders

wurde auf positive Effekte in Untersuchumgen aus den USA Mit-

emotional gestorten Kindern hingewiesen (Marion Walter).

Andererseits wurde vor visueller Artistlic gewarnt und vor

Uberforderungen, die den individuell unterschiedlichen An10-

gen und kognitiven Stilen der Kinder nicht gerecht werden.

In Bezug auf den Geomatieuiamichtwurde von einigen DiskUgh,

sionsteilnehmern in Bishops vorschlggen eine sinnvolle

gänzung gesehen, nicht aber eine Alternative sum Geome ri0.0

unterricht. Es treffe nicht zu, daB der Geometrieunterricht

fOr die Grundschule grundegtzlich falsch angelegt sei und 0$.e

Kinder nicht anspreche und fördere. Es wurde auf die Gefahv

hingewiesen, daB mit einer Orientierung des Unterrichts iM

Sinne einer Schulung visueller Fghigkeiten eine Zersplitte,,

rung in mathernatlach isolierte Einzelprobleme verbunden *0.

In einer Stellungnahme wurde betont, dell die mit visual-10r

Mathematik gemeinten Fahigkeiten und Fertigkeiten fgr die
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mathematische Tatigkeit auBerst fruchtbar seien0 daB sie

allein jedoch noch nicht Mathematik ausmaohten. Zur Mathe-

matik gehörten logische SchluBfolgerungen,und diese lieBen

sich nicht mit den Augen und Sinnen vollziehen.

Beztiglich der 4go146atbn von Pt btemen standen sich folgende

Ansichten gegenfter:

a) Netle Probleme können im allgemeinen nur RUckblick auf

schon gelastc Probleme und die dabei ver endeten LOsungs-

strategien effektiv geldst we

b) Die Strukturierung nsch Proble-seguenzen kann die L' ung

neuartiger Probleme blockieren.

fzu.44Lottop

In der abschlieBenden Besprechung standen neben einer Rethe

von Einzelfragen noch eimmal zwei grundlegende Probleme, die

wahrend der Tagung mehrfach berUh t worden waren, zur Diskus-

sion:

1. Welche U mimakenntni,64e in Geometrie sollte ein Schiller am

Ende der Sekundarstufe I besitzen, insbeSondere im Hin-

blick auf eine berufsbezogene weitere husbildung?

2. In welchem Kontext und mit welchen Zielert soli Geometrie

im Unterricht entwickelt werden?

Auf keine der schwierigen Fragen konnten bilndige Antworten

gegeben werden. Um bessere Antworten auf die erste Frage zu

finden,wurde von einigenTagungsteilnehmernVorgeschlagen, Ab-

nehmer und Benutzer der Mathematik in versohiedenen Berufs-

gruppen zu fragen. Man hatte vielleicht Vertreter solcher Be-

rufe zur Tagung einladen sollen. DemgegenOber wurde aber auf

die Schwierigkeiten hingewiesen, die mit solchen Be ragungen

verbunden Bind, insbesondere darauf,daB die Abnehmer neue

Mtiglichkeiten einer Verwendung von Mathematik, die sie selbst

nicht kennengelernt haben, nicht Obersehen,
--

ware notwendlg, daB Mathematiklehrer und Mathematikdidnk-

-er sich mit den Verh8ltnissen in den jewelligen Berufs-
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intensiv auseinandernettn1 um ein ausgewogenes Sild eines

Allgemeinbildung wie Eesorientierthe1t verbindenden Geo-

metrielehrplans zu.entwickel

Zur _age der SeAu6soltienVoAtheg:t vertrat T. Fletcher die Auf-

fasoung, daB diese nicht ZU eng und zu direkt gecehen werden

dUrfe. In der allgemeintl.tidenden Schule solle Mathematik so

gelehrt werden, daB den SchUlern deutlich warde, warum Maths-

matik fUr andere Leute Oedeutung habe (why/Whore-1u matteto

to (van peopte). Es komme darauf an, soviel zu mermitteln,

daB mit diesen Leuten die Kommunikation Uber ihre Verwendung

von Mathematik mbglich sei. Per Mathematikunterricht mUsse

deshalb die Beziefung aL 4en ande/ten hichebi pflegen. FOr die Ma-

thematiklehrer bedeute des, daB sie sich mehr als Kollegen

anderer Benutzer von Mathematik verstehen und orientieren

soliten. Hier seien falsche Entwicklungen und isplierte Stand-

punkte in Zukunft zu Uberwinden.

Diese Perspektive wurde +such bei den Versuchen zur Beantwor-

tung der zweiten Frage herangezogen, bei deren ErOrterung ne-

ben dem Spielraum von Problem, Methode, System vor allem die

5115.414clitung und aletive Bete-WatAng de6 teuenden Kimhu. im Voutotimmd

Vamd. Bei der Zielbestimmung MUsse den schichtungsspezifischen

und kognitionspsychologiSehen Unterschieden der Kinder Rech-

nung getragen werden, was die Beantwortung der Frage, was op-

timal fUr miele sei, auSerordentlich schwierig mache.

Einerseits wurde gefordert, daB die Kinder beziehungshaltige

Mathematik kennenlernen sollten in einem sie interessieren-

den /Context und mit den Magllohkeiten wesentlicher Selbstta-

igkeit. Andererseits wurde aber darauf hingewiesen, da3 bier-

zu von der wissensohaftilChen Didaktik wohl Kriterien und

Material entwickelt, nicht aber die wesentlichen Entscheidun-

gen gegenOber der KompleXitat des Unterrichts vorweggenommen

werden k8nnten, die der ehrerin konkreten Situarionen selbst

zu treffen habe.
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